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Chapitre 1

Logique, techniques élémentaires

1.1 Rudiments de logique et vocabulaire ensembliste

Exercice 1. (solution) Soit (un)nen une suite & valeurs réelles. Ecrire avec des quantificateur les
propositions suivantes : (au plus une par éléve)

1) La suite (up)nen ne s’annule jamais.
2) La suite (uy)nen est croissante.

3) La suite (uy,)nen n’est pas bornée.

Exercice 2. (solution) Soit (un)nen une suite & valeurs réelles. Ecrire avec des quantificateur les
propositions suivantes : (au plus une par éléve)

1) La suite (un)nen n'est pas décroissante.
2) La suite (uy,)nen prend une infinité de fois la valeur 2.

3) La suite (un)nen prend une infinité de valeurs. (on suppose d’abord la suite & valeurs dans N si c’est
plus facile, puis & valeurs dans R éventuellement)

Exercice 3. (solution) Démontrer formellement 1’égalité entre les deux ensembles
A={(z,y) eR* |20 +y=3} et B={(t—1,5-2t) cR*|tcR}.
Exercice 4. (solution) Soit E un ensemble et A, B € P(FE). Déterminer les ensembles X € P(FE) tels

que
(ANX)u(BNX)=2.

Exercice 5. (solution) Soit F un ensemble. Soit A et B deux parties de E. On appelle différence
symétrique de A et B la quantité notée

AAB = (AUB)\(AN B).

1) Dessiner I’ensemble AAB.
2) Démontrer que AAB = (AN B)U (AN B) et que AAB = BAA.
3) Déterminer les parties X de E telles que AAX = A.

Exercice 6. (solution) Montrer que pour tout n € N, 7 divise 3272 — 2n+1,
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1.2 Ensembles de nombres, équations, inéquations

. . . 1
Exercice 7. x (solution) Soit £ € R non nul. On suppose que = + — € Z. Montrer que pour tout
T

(r2) ()

Exercice 8. (solution) Démontrer que pour tout n € N*,

n €N, x"—i— EZ

Indication : Calculer la quantité

Exercice 9. xxx (solution) Montrer que pour n € N*,

n+1\"
I'<
< ()

Indication : étudier la fonction f : z — x(1 — z) définie sur [0, 1].

. . . z—1 .
Exercice 10. (solution) Déterminer les nombres z € C tels que 1€ iR.
z

Exercice 11. (solution) Résoudre dans C ’équation d’inconnue z suivante :
Z(z—1)=2%z-1).
Z+1

Exercice 12. (solution) Montrer que pour tout z € U\ {1}, il eU.
iz

Exercice 13. xx (solution) Soit p,q deux réels fixés, on note z = p 4+ ig € C. On fixe deux réels a
et b. A quelle condition le complexe z est-il le produit d’un nombre complexe de partie réelle a et d’un
nombre complexe de partie imaginaire b7

1.3 Sommes, produits, coefficients binomiaux

1.3.1 Simplification de sommes

Exercice 14. (solution) Soit n € N*. Simplifier la somme suivante,

2 1
; k(k+1)

En déduire que pour tout n € N*,

w\w

"1
PSS

k=1

Exercice 15. (solution) Soit n € N. Simplifier les sommes suivantes :

Z\F+\/ﬁ et kZ:Ok:k!.
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Exercice 16. (solution) Soit n € N. Simplifier la somme suivante :

Z max{2°,27}.

0<i,j<n
Résultat : (2n — 1)2"+1 + 3.
Exercice 17. (solution) Soit n > 2. Calculer la somme suivante :

k3 —1

k-1
k=2

Exercice 18. x (solution) On considére (F),),en la suite définie par
F():O et F1 =1 et VTLEN*, FTL+1:F7L+F7L—1'

1) Montrer que pour tout n € N*
Fo 1Fo1 — F2=(—1)™

2) Soit n € N*. Simplifier la somme suivante :

n ( n+1

Z Fka-H ’

k=1

1.3.2 Simplification de produits

Exercice 19. (solution) Soit n € N supérieur ou égal a 2. Simplifier le produit suivant :
- 1
11 <1 —~ k2> :
k=2

Exercice 20. x (solution) Soit n € N*. Démontrer sans récurrence que :

n

f[ 4k —2) = [[(n+ k).

k=1 k=1

1.3.3 Coefficients binomiaux

Exercice 21. (solution) Soit n € N. Calculer la somme suivante :

i (2,:” )(—1>’“2’“—1.

k=1

Exercice 22. (solution) Soit n € N. Montrer que

Yok (" ) —on,
k=0 k
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Exercice 23. (solution) Soit p,n € N. Pour tout z € R, simplifier la somme suivante :
n
—k
> (1) G
k=0 p=

Exercice 24. x (solution) Soit n € N. Simplifier la somme suivante :

1
2 TR

0<4,5,k<n
i+j+k=n

Résultat : (7)(1+ z)P.

n
p

Exercice 25. (solution) Soit n € N. Simplifier la somme suivante :

n

Z(l)k<2n/€+1>'

k=0

Indication : penser & la formule de Pascal.

Exercice 26. (solution) Soit n,p € N*. Calculer la somme suivante :

n p—1

S I[k+5).

k=0 j=0

1.4 Nombres complexes et trigonometrie

Exercice 27. (solution) Soit f : 2 — /3 cos x +sin z définie sur R. Déterminer I’image de f et résoudre
’équation f(z) = v/2 d’inconnue = € R.

Exercice 28. (solution) Soit f : x — arcsin (ﬁ) Etudier les variations de f sur son domaine de

définition (& préciser). Reconnaitre une fonction usuelle.

Exercice 29. (solution) Résoudre l’équation cos(30) = cos(46) d’inconnue # € R. En déduire que
I'équation 82* — 423 — 822 + 3z + 1 = 0 admet (au moins) 4 solutions réelles.

Exercice 30. (solution) Résoudre I’équation arctan z + arctan(2x) = § d’inconnue z € R.

Exercice 31. »« (solution) Résoudre I’équation sin® z 4 cos® 2 = 1 d’inconnue z € R.
Indication : Montrer que si 0 < | cosz| < 1, alors = n’est pas solution.

Exercice 32. xx (solution) Déterminer les rationnels a, b tels que a? + b? = 1.
Indication : On pourra se rappeler des formules reliant ¢ = tan(6/2) a cos6 et sin6.

Exercice 33. (solution) Soit n € N*. Résoudre 'équation z™ = Z d’inconnue z € C.
Exercice 34. (solution) Soit n € N*. Déterminer les nombres complexes z € C tels que e*" € U.
Exercice 35. (solution) Résoudre équation Re(z?) = Im(2%) d’inconnue 2 € C.

Exercice 36. x (solution) On considére L la fonction définie sur C\ R_ par
Vze C\R_, L(z)=In|z|+iarg(z),

ou arg(z) €] — m, [
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1) Montrer que pour tout z € C\R_,e*(*) = 2,
2) Exhiber deux complexes z1, 22 € C\ R_ tels que

z1z9 € C\R_ et L(z122) # L(z1) + L(%2).
3) Soit zg = e~ *"/4. Déterminer et représenter ’ensemble

{z€ C\R_ | zpz € C\R_ et L(z02) = L(20) + L(2)}.

Exercice 37. (solution) Dans le plan complexe, déterminer les intersections du cercle de centre 0 et
de rayon 1 avec le cercle de centre 1 et de rayon 1.

Exercice 38. (solution) Déterminer les complexes 2z € C* tels que z, 22, % sont alignés.

2

Exercice 39. « (solution) Déterminer les complexes z € C tels que z, 2> et 23 forment les sommets

d’un triangle rectangle.

Exercice 40. (solution) Soit a,b,¢,d € C d’images A, B,C, D tels que
a+c=b+d et a+ib=c+1d.

Montrer que les points A, B, C, D forment les sommets d’un carré.

2im

Exercice 41. xx (solution) On notera j = e”s . Soit a,b,c € C d’images A, B,C. Montrer que les
points A, B, C forment les sommets d’un triangle équilatéral si et seulement si

a+bj+ci?=0 et a+bj>+cj=0.

1.5 Injections, surjections, bijections

1.5.1 Curiosités sur les entiers naturels

Exercice 42. (solution) Soit f,g: N — N définies par
VneN, f(n)=2n et g2n)=n et g(2n+1)=n.
Etudier I'injectivité et la surjectivité de f et g, puis calculer g o f.

Exercice 43. s+ (solution)

1) Soit (E,,)nen une suite d’ensembles, chacun en bijection avec N. Montrer que |
avec N.

nen En est en bijection

2) Montrer que I’ensemble des suites d’entiers nulles & partir d’un certain rang est en bijection avec N.

Exercice 44. xx (solution) Soit f, g deux applications définies sur et & valeurs dans N. On suppose
que f est surective, que g est injective et que pour tout n € N, f(n) > g(n). Montrer que g est bijective,
puis montrer que f = g.

Indication : Travailler par récurrence.

Exercice 45. »x (solution) Soit ¢ : N — N une bijection. On note A = {n € N | o(n) < n} et
B={neN|o(n) =>n}.

1) Est-il possible que A et B soient tout deux infinis?

2) Montrer que B est infini.

Indication : supposer que B est fini et considérer le plus grand élément de o(B). On pourra ensuite
s’intéresser a I'image de {0,...,N}.
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1.5.2 Quelques exemples d’ensembles usuels

Exercice 46. (solution) Etudier Iinjectivité et la surjectivité de 'application f : R® — R définie par

V(z,y,2) ER®,  f(z,y,2)=(y+z,2+z12+7Y).

Exercice 47. (solution) On note H = {z € C | Im(z) > 0}. Soit a,b,c,d € R tels que ad — be = 1.

Montrer que ’application
az+b

cz+d
est une bijection de H dans lui-méme et déterminer sa réciproque.

Exercice 48. xx (solution) Soit 'ensemble Sg := {(z,y) € Q? | 22 +y? = 1}. Montrer que I’application

;{2 =L
b= (5 e

est une surjection. En déduire une expression commode des solutions de ’équation
?+yt=1, (z,y) €Q”
Indication : Se souvenir des formules reliant cosx et sinz a tanx/2.

Exercice 49. x (solution) Etudier l'injectivité et la surjectivité de la fonction f : Z x N* — Q définie
par

1
V(p,q) € ZxN*, f(p,q) =p+ .

R? — R2
(z,y) — (v +y,zy)
déterminer F~{(a,b)}. L’application F est-elle injective, surjective, bijective ?

Exercice 50. x (solution) On considére lapplication F : { . Pour (a,b) € R?,

Exercice 51. xx (solution) Soit p un nombre premier. On note U, ’ensemble des racines p-iémes de
I'unité. Déterminer I’ensemble des bijections f : U, — U, vérifiant

Va,y € Up, flzy) = f(2)f(y).

2ix . .
» par f détermine entiérement f.

Indication : Montrer que I'image de e
1.5.3 Applications entre ensembles abstraits

Exercice 52. (solution) Soit E, F' deux ensembles et f : E — F une application. Soit ¢ : P(E) — P(F)
définie par
VA€ P(E), o(4)=f(A).

Montrer que ¢ est injective si et seulement si f est injective.

Exercice 53. (solution) Soit E un ensemble et f, g, h des applications définies de E dans lui-méme.
On suppose que fogoh et goho f sont injectives et que h o f o g est surjective. Montrer que f, g et h
sont des bijections.

Exercice 54. (solution) Soit E, F,G trois ensembles et f : E — F et g : E — G deux applications.
On note
' {E — FxG

v (f(2),9(x))

Montrer que si f ou g est injective, alors h est injective. Etudier la réciproque.
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Exercice 55. x (solution) Soit E, F' deux ensembles et f : ' — F une application. Montrer que f est
bijective si et seulement si pour toute partie A C F, f(A°) = f(A)°, on A® désigne le complémentaire
de A.

1.6 Relations binaires

Exercice 56. xx (solution) Soit E un ensemble fini de cardinal n muni d’une relation d’ordre <, qu’on
ne suppose pas nécessairement totale. Montrer qu’il existe une bijection croissante de E dans {1,...,n}.

Exercice 57. x (solution) Soit A une partie de R. On note ~ la relation binaire définie sur A par
Ve,y€ A, x~y ssi |x,y[C Aouly,z[C A

Montrer que ~ est une relation d’équivalence sur A et déterminer les parties bornées de R n’ayant qu’une
classe d’équivalence pour ~.

Exercice 58. (solution) Soit £ un ensemble. On considére la relation binaire suivante sur E%,
Vf,ge E¥, f~g ssi Im,neN*tel que f" = g™.

Montrer que ~ est une relation d’équivalence. Si f est injective (resp. surjective), que dire de la classe
d’équivalence de f? On considére maintenant la relation binaire

Vf,ge E¥, f~g ssi 3neN*tel que f* = g".

Montrer que les classes d’équivalences de ~ sont des réunions de classes d’équivalences de ~.
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Chapitre 2

Analyse réelle et complexe

2.1 Rappels et compléments sur les fonctions

2.1.1 Etude de fonctions

Exercice 59. (solution) Soit f : z — exp(In® z). Montrer que f est bijective de [1,+o0[ sur son image
(a préciser) et calculer une expression explicite de sa réciproque.

Exercice 60. (solution) Déterminer les réels b tels que la fonction f : 2 — 23 + bz? + x est injective
sur R.

Exercice 61. (solution) Déterminer ’allure du graphe de la fonction f : z + 23 — %:1:2 —62. Déterminer

une partie A de R telle que f est une bijection de A sur l'image de R par f (& préciser). On pourra par
exemple calculer f(—2).

Exercice 62. (solution) Soit f : x — (3 —x2)e~®. Discuter, en fonction de la valeur réel m, du nombre
de solutions de I’équation f(x) = m d’inconnue x.

Exercice 63. (solution) Soit f : z — —15 4 11In|1=£|. Discuter, en fonction de la valeur réel m, du

nombre de solutions de ’équation f(z) = m d’inconnue z.

Exercice 64. (solution) Etudier la parité de la fonction f :  — In(v/22 + 1 — z) (dont on précisera
l'intervalle de définition) puis étudier ses variations.

2.1.2 Théoréme des valeurs intermédiaires

Exercice 65. x (solution) Montrer que toute fonction polynomiale réelle de degré impaire définie sur
R s’annule au moins une fois. On rappelle qu’une fonction polynomiale réelle de degré n est une fonction
f R — R définie par :

Ve € R, f(z) = anz" + Un_12" -+ arx + ag,
ol ag, . ..,ay, sont des réels fixés tel que a,, # 0. Est-ce toujours vrai si ’on suppose f de degré pair?

Exercice 66. (solution) Soit f : [0,1] — [0,1] une fonction continue. Montrer que f admet au moins
un point fixe.

Exercice 67. xx (solution) Soit f : R — R continue telle qu’il existe a € R vérifiant f o f(a) = a.
Montrer que f admet au moins un point fixe.
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Exercice 68. (solution) Résoudre I’équation

a® =0b*, a,beN*.

Exercice 69. x (solution) Déterminer les fonctions f : [—1,1] — R continues telles que

Vo e [-1,1], f(z)? =1 - 22

2.1.3 Fonctions hyperboliques

Exercice 70. (solution) Soit a € R. Discuter en fonction de o du nombre de solutions de I’équation

ef(la—x)=e"(a+x).

Exercice 71. (solution) Montrer que pour tout = € R%,

th(z) < z < sh(x).

Exercice 72. (solution) Montrer que pour tour réel x non-nul,

En déduire pour tout n € N la valeur de

> 28 th(2*a).
k=0

Exercice 73. (solution) Montrer que ’équation
ch™H(x) +sh™(z) =1

admet une unique solution dans [1, +ool, puis la déterminer.

2.1.4 Autres

Exercice 74. (solution) Soit f : R — R. On suppose que f o f est croissante et que f o fo f est
strictement décroissante. Montrer que f est strictement décroissante.

Exercice 75. (solution) Soit f : R — R%. On suppose que la fonction In(f) est convexe (on dit que f
est logarithmiquement convexe). Montrer que pour o > 0, f¢ est convexe.

Exercice 76. x (solution) Soit f : R — R une fonction telle que les fonctions définies sur R par
gz flx—1) et h:zw flz+1)

sont paires. Montrer que f est périodique.
Alternativement : (%) une fonction de R dans R peut-elle admettre exactement deux axes de symétrie
verticaux 7

Exercice 77. 5%« (solution) Montrer sans récurrence que pour n € N*

goy

Indication : étudier la fonction f : z — z(1 — x) définie sur [0, 1].

N

n!
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2.2 Techniques élémentaires de calcul intégral

2.2.1 Techniques usuelles de primitivation

Exercice 78. (solution) Déterminer une primitive de = — m In (ﬁ_l)

Exercice 79. (solution) Déterminer une primitive de la fonction x + —1

costx®
Exercice 80. (solution) Déterminer une primitive de la fonction z +— ﬁ
Exercice 81. (solution) Déterminer une primitive de la fonction z +— %.

Exercice 82. x (solution) Déterminer une primitive pour chacune des fonctions suivantes :

— tan®(z) et x> ———.
v w(z) tan®(z)

r+3
Indication : Faire un changement de variables, puis, pour minimiser les calculs, attendre un peu avant de
calculer explicitement la dérivée de la fonction du changement de variables. On pourra astucieusement
la primitiver & nouveau.

Exercice 83. (solution) Déterminer une primitive de la fonction x +— Arctan (, / T—“)

2.2.2 Quelques techniques et exemples d’intégrales plus élaborés

Exercice 84. (solution) Soit n € N. Donner une expression explicite de

w/2
W, = / sin™(z)dx.
0

Exercice 85. (solution) Pour tout z,y > 0, on note

1
B(z,y) :/ 1(1— )tde,
0

Montrer que pour tout z,y > 0, B(z,y) = B(y,x) et B(x + 1,y) = x””TyB(ac,y). En déduire pour tout
n € N et x > 0 une expression explicite de

I,(z) = /On <1 - i)ntzldt.

Exercice 86. (solution) Soit n,m € Z. Donner une expression explicite de

1 /Tr cos(nx) cos(ma)dz.

T J—x

Exercice 87. (solution) Soit n € N. Donner une expression explicite de

1
I, :/ "1 — zdz.
0
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Exercice 88. x (solution) On rappelle que la fonction f : [0,1] — R définie par

zlnz sixe€]0,1
ve e 0.1], f<x>={0 soed

est continue sur [0, 1]. Soit n € N. Donner une expression explicite de

1
In:/ (rlnx)"dx.
0

Solution : I, = (—D”W-

Exercice 89. x (solution) Soit n € N. On pose

™

4
In:/ tan”™ xdx.
0

1) Calculer Iy et I;.

2) Déterminer une expression de I,, sous la forme d’une somme.
Indication : On pourra exprimer I, 5 en fonction de I,,.

3) En déduire que les sommes infinies

+oo —1)" +oo —1)"
;;n—gl et ;(n)

ont un sens et déterminer leur valeur.

Exercice 90. x (solution) Soit n € N. Calculer lim I, et lim nl,, ol
n—-+oo n—-+oo

1
In:/ 2" tan xdx.
0

2.2.3 Intégration sur des fonctions abstraites

Exercice 91. (solution) Soit f € C([0,1],R) telle que

! 1
/O f(t)dt = 5

Exercice 92. (solution) Soit f : R — R une fonction continue et périodique, de période T > 0. Montrer

que pour tout a € R,
a+T T
/ f(z)dz = / f(z)dz.
a 0

Exercice 93. x (solution) Soit f € C([0,1],R). Montrer que

Montrer que f admet un point fixe.

/0 tf(sint)dt:§/0 f(sint)dt.

En déduire pour tout n € N la valeur de
tsin?* ¢

us
" o sin?™t + cos?" ¢
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Exercice 94. (solution) Soit f € C(R,R) que l'on suppose convexe. Montrer que la fonction g définie

sur R par
z+1

Ve eR, g(z) = / ft)de

r—1

est elle aussi convexe.

Exercice 95. (solution) Soit f € C([—m,n],R). Pour tout n € Z, on pose

en(f) L (t)e"tdt.

~ o o

Déterminer une relation entre les (¢, (f))nez si 'on suppose f paire, puis calculer les (¢, (f))nez pour la
2
fonction f:x—1— 4.

2.3 Limite d’une suite

2.3.1 Quelques limites de suites en vrac

Exercice 96. (solution) Déterminer la limite (si elle existe) de la suite (uy,),oy définie par

n

n
—n +k

Exercice 97. (solution) Soit a,b € R. Déterminer la limite (si elle existe) de la suite (u,), y définie
par
a® — hn

Vn € N,u, = .
a™ + bn

Exercice 98. (solution) Soit a € R . Etudier, en fonction du paramétre a, la convergence de la suite

(tn),cy définie par
n

VneN, u, = H(l +a*).
k=1

Exercice 99. (solution) Soit a € R . Déterminer (si elle existe) la limite de la suite ([a™] " )neNe-

Exercice 100. xx (solution) Montrer que la suite (S,,) deéfinie par

neN
n

VneN, S, = .

n
= &)
converge et déterminer sa limite.

Exercice 101. x (solution) Déterminer la limite (si elle existe) de la suite (uy), o définie par

n
1
Vn e N,u, = —_—
" ’; vn2+k
Indication : Etudier la convergence des suites (u2,)nen €t (Uzn11)nen-

Exercice 102. x (solution) Soit n € N. On pose
1

I, :/ 2" tan xdzx.
0

Calculer lim I, et lim nl,.
n—-+oo n—-+oo
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Exercice 103. x (solution) Soit n € N. On pose

™

4
In:/ tan” zdz.
0

1) Calculer I et I.

2) Déterminer une expression de I,, sous la forme d’une somme.
Indication : On pourra exprimer I, o en fonction de I,,.

3) En déduire que les sommes infinies

too —1)" +oo —1)"
ZZ(nJr)l ot Z(n)

n=0 n=1

ont un sens et déterminer leur valeur.

Exercice 104. xx*x (solution) Soit n € N. On pose

/2
W, = / sin” zdz.
0

Déterminer la limite de la suite (W,4.1/W), cn-

2.3.2 Suites définies par récurrence

Exercice 105. x (solution) Soit (uy),y une suite de réels vérifiant

1
VneN, 0 up; <2——.
Up

Etudier la convergence de (un),,cy-

Exercice 106. (solution) On considére (F,) la suite définie par

neN
Fob=0 e Fi=1 et Vne N*, Fn+1 =F,+ F,_1.

1) Montrer que pour tout n € N*,
Fo 1Fni1 — F2=(-1)"

2) En admettant que lirf F;;“ existe et est finie, en déduire que la somme infinie
n——+oo v

+oo
(_1)k+1
= FeFen

a un sens et déterminer sa valeur.

Exercice 107. sx« (solution) Soit a,b > 0 et (un),cy €t (vn)
par ug = a, vg = b et

nen 1es deux suites définies par récurrence

2 2
U v
VneN, upp1 = —2— et Upp = ——.
Up + Un Uy + Up
Montrer que ces deux suites sont convergentes, puis étudier leur limite.
n—1
Indication : On pourra étudier la monotonie des deux suites, et se rappeler que u, —up = »_ (up4+1—uk).
k=0

Exercice 108. (solution) Soit f :  — In(e — 1 + x). Soit ug € R et (uy,)
récurrence par u,+1 = f(uy) pour tout n € N. Etudier cette suite.

nen la suite définie par
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Exercice 109. (solution) Soit a € [1,+oco[. Montrer que les suites (uy),cy €t (vn) définies par

récurrence par

neN

Up + v 2
up=a, vp=1 et VneN, unﬂz%etvn:li_F1

Un Un

convergent.
2.3.3 Limites de suites abstraites

Exercice 110. x (solution) Soit (uy), .y une suite réelle convergente. Etudier la convergence de la
suite (|un])nen-

Exercice 111. (solution) Soit (u,),cyn €t (vn)nen deux suites réelles et a,b € R. On suppose que

pour tout n € N, u,, < a et v, < b. Montrer que si lim (u, + v,) = a + b, alors lim wu, = a et
n—-+oo n—-+oo

lim v, =b.
n——+oo
Exercice 112. xx (solution) Soit (u,), .y une suite convergente & coefficients entiers. Montrer que
(Un),cn est constante & partir d’un certain rang.

Indication : Montrer que t,4+1 —u, — 0.
n—+4oo

Exercice 113. (solution) Soit (uy),y une suite réelle croissante telle que la suite extraite (uzn)nen
converge. Montrer que la suite (u")nEN est convergente.

Exercice 114. (solution) Soit (uy), .y une suite de réels vérifiant

k

Vk,?’LEN*, Ogungf‘k
n

T =

Etudier la convergence de la suite (uy),,cy-

Exercice 115. xx (solution) Soit (u,),cy une suite réelle telle que 2u, +u,—1 — 0. Montrer que
n—+4o0o

(tn), ey est également convergente de limite nulle.

2.3.4 Suites extraites et Bolzano-Weierstrass

Exercice 116. (solution) Soit (uy),y une suite réelle non majorée. Montrer que 4oc est une valeur

d’adhérence de la suite (uy),, cy-

Exercice 117. (solution) Soit (uy,) une suite réelle telle que,

neN

* n+
Vn,p € N*, 0 < Upyp < p.
np

Montrer que (u,),, oy converge vers 0.

Exercice 118. (solution) Soit (uy), .y € RY une suite décroissante de limite nulle et soit (S,,) la

suite définie par

neN

n
VneN, Sp=> (1) u.
k=0
Montrer que la suite (S,,)nen est convergente.
Indication : Montrer que les suites extraites (S2n),cy €t (S2nt1),cy SOnt convergentes de meéme limite.

Exercice 119. (solution) Soit (u,),y une suite telle que les sous-suites (uzn),cns (U2nt1),en €
(u3n),cy convergent. Montrer que la suite (u,), oy est convergente.
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Exercice 120. ~xx (solution) Soit (uy),y une suite complexe bornée qui admet une unique valeur
d’adhérence.

i. Montrer que u,, est convergente.

ii. Soit (an),cy €t (bn), oy deux suites réelles telles que a, + by, oo 0 et e*» + e’ — 2. Montrer

n—-+4oo
que (an),cy et (bn), oy SONt convergentes.

2.4 Limites d’une fonction et continuité

2.4.1 Définition de la limite et de la continuité

Exercice 121. (solution) Soit f : R% — R croissante telle que la fonction z — 1) et décroissante

xr
sur R . Montrer que f est continue.
Indication : montrer que f est continue & gauche et & droite.

Exercice 122. (solution) Soit f : R — R la fonction nulle sur R\ Q et telle que pour tout (p, q) € Z x N*
avec pAq =1, f(%) = %. Etudier la continuité de f.

Exercice 123. (solution) Soit f : R — R telle que = — f(x)3 est continue. Montrer que f est continue.
Donner un exemple de fonction f : R — R discontinue en tout point et telle que x — f(z)? est continue
sur R.

Exercice 124. (solution) Soit f une fonction lipschitzienne. Montrer que l’ensemble des réels k& > 0
tels que f est k-lipschitzienne est de la forme [a, +o0].

Exercice 125. (solution) Déterminer les fonctions f € € ([0, 1], R) telles que f(0) = f(1) et pour tout
z €10,1], f(2?) < f().

2.4.2 Les théorémes fondamentaux
Exercice 126. (solution) Soit f : R — R continue telle que Em || = +o0. Montrer que f admet pour
o

limite +00 ou —oo en +oo.

Exercice 127. (solution) Soit f € ¥(R,R) strictement décroissante. Montrer que f admet un unique
point fixe.

Exercice 128. (solution) Soit f € ¥ (Ry,Ry). On suppose qu’il existe ¢ € [0, 1] tel que lim ) —y,

—4o00 ¥
Montrer que f admet un point fixe.

Exercice 129. (solution) Déterminer les fonctions f € (R, R) telles que la famille (f™),en est liée
dans RE, ot par convention f° = Idg.

Exercice 130. (solution) Soit f € ¥(R,R). Soit g la fonction définie sur R par

VeeR, glx)= swp f(y).
y€lz,z+1]

Montrer que g est bien définie et continue.

Exercice 131. (solution) Montrer qu'’il n’existe pas de fonction f € €' (R, R) telle que 'image réciproque
par f d’un singleton est de cardinal 0 ou 2.

Exercice 132. (solution) Soit f € ¥ (R,R) et a > 0. On suppose que pour tout z,y € R, | f(z)— f(y)| >
alx — y|. Montrer que f est bijective.
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2.5 Dérivabilité

2.5.1 Deéfinition de la dérivabilité, extremas

Exercice 133. (solution) Soit f € €*(R,R) et a €]0,1[, b € R. On suppose que pour tout = € R,
f(f(x)) = ax + b. Montrer que f est affine, puis la déterminer.
Indication : Montrer que f'(ax 4+ b) = f'(x).

Exercice 134. (solution) Soit f : [0, 1] — R dérivable. On note

0,1] —R

. + 1

93, R f(2z) sizel0,3] -
f(2x — 1) sinon

Etudier la dérivabilité de g.

Exercice 135. (solutlon) Soit f : R — R l'application définie par f(x) = €% + z. Montrer que f est
bijective, puis que f~! est deux fois dérivable, et déterminer enfin (f=1)(1) et (f=1)"(1).

Exercice 136. (solution) Soit f € €*([0,1],R). On suppose que f(0) = f(1) =0 et f”” > f. Montrer
que f est & valeurs négative.
Indication : S’intéresser au maximum de f.

2.5.2 Théoréme de Rolle, accroissements finis
Exercice 137. (solution) Soit P € R[X]. Montrer que I’équation P(x) = e* admet un nombre fini de

solutions sur R.

Exercice 138. (solution) Soit f : [0,1] — R dérivable telle que f(0) = 1 et f(1) = e. Montrer qu’il
existe un point ¢ €0, 1 tel que f'(c) = f(c).

Exercice 139. (solution) Soit f : [0, 1] — R dérivable telle que f(0) = 0 et f(x) > 0 pour tout z €]0, 1].
Montrer que pour tout a,b > 0, il existe ¢ €]0, 1] tel que

o) fa=o)

)
Exercice 140. (solution) Soit f : R — R dérivable telle que lilil f'(z) = +oo. Montrer que
Tr—r+00
o I 2) = oo

Exercice 141. (solution) Soit f : [a,b] — R. On suppose que f(a) = f(b) et f'(a) > 0. Montrer qu’il
existe ¢ € [a, b] tel que f'(c) < 0.

Exercice 142. (solution) Soit f : [0,1] — R dérivable telle que f(0) = 0 et f(1) = 1. Montrer que
pour tout n € N* il existe 0 < x1 < -+ <z, < 1 tel que f'(z1) + -+ f'(zn)
Indication : Appliquer le théoréme des accroissements finis sur les intervalles |

n.
i+1]
y o It

3|

Exercice 143. (solution) Montrer que pour tout x > 0, 1+1 <ln(z+1)—Inz < % En déduire la
1

valeur de (> E)n>1'

Exercice 144. (solution) Montrer que pour tout x > 0, w+1 <ln(z+1)—Inz < % En déduire la

np
valeur de ( k=n+1 k)nzl'

Exercice 145. (solution) Etudier la limite de la suite ( o (n% —(n+ l)ﬁ)> .
n=2
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2.6 Convexité

Exercice 146. (solution) Soit f : R — R . Montrer que si Inof est convexe, alors pour tout o > 0,
f¢ est convexe.

Exercice 147. (solution) Soit f € (R, R) que 'on suppose convexe. Montrer que la fonction g définie

sur R par
r+1

Vr eR, g(z) = / f(e)de

z—1

est elle aussi convexe.

Exercice 148. (solution) Soit f : R — R continue, convexe et bijective. Que dire de la convexité de

7

Exercice 149. (solution) Déterminer les fonctions f : R — R convexes et impaires.

Exercice 150. (solution) Soit f € ¢([a,b], R) supposée convexe. Montrer que

f<a+b> fl@) +f(b)

2
Exercice 151. (solution) Montrer que pour tout n € N* et z,y > 0, (z +y)" < 2"~ 1(a™ + y").

Exercice 152. (solution) Montrer que pour tout n € N, n! < (”T*l)n

Exercice 153. (solution) Soit A € M,,(R) une matrice bistochastique, i.e. & coefficients positifs et
dont la somme des coefficients de chaque ligne et de chaque colonne vaut 1. Soit X = (z1,...,2,) € R"
a coefficients strictement positifs et Y = AX. Montrer que [, v; > [, .

2.7 Analyse asymptotique I

Exercice 154. (solution) Déterminer un développement limité en 0 & 'ordre n des fonctions suivantes,

Arctanz—In(1+4z
a) (n = 3), T — t&Tﬂ:)(H

b) (n=15), x — Arccos(z).

Exercice 155. (solution) Déterminer un équivalent simple de la suite de terme général

. In 1 nn
a) sin (% - \/lﬁ)

b) Arccos (2 Arctan(n?)).

Exercice 156. (solution) Soit n € N. Calculer un développement limité a ’ordre n en 0 de la fonction
f:x»—)ln(1+:n+~o+%), puis & Pordre n + 1.

Exercice 157. (solution) Déterminer un développement limité & 'ordre 2 de la fonction f : z —

z? sin(%) en 0 et montrer que f n’y est pas deux fois dérivable.

Exercice 158. (solution) Soit a,b € Ret f: 2z — L + m + %. Déterminer une condition
nécessaire et suffisante sur (a,b) pour que lir% f(z) = 0. Montrer qu’alors il existe une constante C > 0
T—r

a déterminer telle que f(z) ~ Ca?.

Exercice 159. (solution) Etudier la limite de la suite de terme général

MPSI3, Lycée Saint-Louis 18 2023-2024



Exercices de colle - Brian Flanagan

a) In(n+1)—In(n+2)

. 1
sin( i)

b) vn 4 3n3 —2v/nt —2n3 4+ /nt 4 n3

n
Exercice 160. (solution) Pour tout n € N, on note u,, = (1 + ﬁ) . Montrer que u,, = o(-5).

Exercice 161. (solution) Montrer que la fonction suivante admet une asymptote en +oo, puis étudier
la position relative de cette asymptote par rapport au graphe de f.

a) x> ;—;Arctanx
b) x — (22 —1)In (LH>

x—1

Exercice 162. (solution) Montrer que les suites (u,)nen+ €t (vn)nen+ définies par

- 1 1
v GN*v n — N — 7 t n — Un i -
n U n ’;Cos(k> e V. Uy + SIN <n>

sont adjacentes (on ne demande pas leur limite).

Solutions.
154)
_ 1 2 1
a) f(z) St 2% 4 2% + o(2?).

b) f(x) o T —x— ta® — 2%+ o(a®).
155)

a) y/nlnn

b) A

156) f(z) = @ o+ 0@,

158) a=b=—% et C = —4.

159)

a) —1.

b) —1.

160) n2u,, = exp(—y/n + O(ﬁ) —21In(n)).
161)

a) fl@) = Fr-5-1+(5+1)5+0(3)
b) f(x) T 2z — 4 +o(1).

162) vpg1 — Un ~ — 503 < 0.

2.8 Analyse asymptotique II

Exercice 163. (solution) On considére la suite (u,)nen définie par récurrence par ug = 1 et up41 =

1+ n“H Déterminer un développement asymptotique de cette suite & la précision 0(%).

Exercice 164. xx (solution) On considére la suite (u,),en définie par récurrence par ug € R et pour
tout n € N, upy1 = up, + e %", Donner les deux premiers termes du développement asymptotique de
cette suite.

Indication : Introduire la suite auxiliaire v,, = e%.
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Exercice 165. (solution) Montrer que pour tout entier n € N, I’équation sinz = % admet une unique
solution x, €]2nm,2nm + Z[. Déterminer un développement asymptotique de la suite u,, = x, — 2nm a
la précision o(-kx).

Exercice 166. xx (solution) Montrer que pour tout entier n > 1, I’équation tanz = z admet une
unique solution x,, sur Jnm, nm 4 7, puis donner un développement asymptotique de la forme
Tp =an + b+ ce ¥ + o(e” ™).
1—x

Indication : remarquer que pour z €]0, 7, tan(§ — arctanz) = e

Exercice 167. xx (solution) Soit f : x — xe®. Montrer rapidement que f est bijective de Ry dans R,
on note W sa réciproque. Montrer que W(z) ~ Inz, puis W(z) —In(z) ~ —Inlnz.
r—r+00 r—r+00

2.9 Intégration sur un segment

2.9.1 Propriétés de l’intégrale

Exercice 168. x (solution) Soit a < b < ¢ trois réels et f € €([a, c],R). Montrer que
1 C 1 b 1 c
[ r<max( 2 [r2 [ ).
c—aj, b—aj, “c—0bJ,

Exercice 169. xx (solution) Soit f € €([0,1],R) telle que fol 2= f01 3= fol f*. Montrer que f =0
ou f=1.

Exercice 170. «x (solution) Soit f € ¢([0,1],R) d’intégrale nulle sur [0, 1]. On note a = minjy ) f et
b = max ) f. Montrer que fol 2 < —ab.

Exercice 171. (solution) Soit a € R. On considére T}, 'endomorphisme de ¢°(R, R) défini par

Ve €°(R,R), T.(f)= <xr—>/awf(t)dt).

Déterminer le noyau et 'image de Tj,.
2.9.2 Limites d’intégrales

Exercice 172. (solution) Montrer que

2x
/ —dt — +oo0.
» Int  z—=4oo

Exercice 173. x (solution) Soit n € N. Calculer 11111 I,,, puis donner un équivalent (I,,),en lorsque
n—-+0oo

n — +00, ol

1
I, :/ 2" tan zdz.
0
Exercice 174. (solution) Montrer que
1
t" 1
—_dt=— +o(L).
/0 Tt = g, o)

Exercice 175. % (solution) Soit f, g € €([0,1], R). Déterminer la limite de lasuite (5 -3¢y f (£) g (552)), cpee-

n
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2.9.3 Taylor-Lagrange et compagnie

Exercice 176. %+ (solution) Déterminer un développement asymptotique de la suite (3°,_; sin (£z))

a la précision o(L).

n

Exercice 177. » (solution) Pour ¢ € [0,1] fixé, on note f; : @ — sin(xt)e® définie sur R. Soit
maintenant

F:zw— /1 fi(z)dt,
0

définie sur R. Montrer que F est dérivable sur R et exprimer sa dérivée sous la forme d’une intégrale.
Indication : On peut chercher & montrer que F’(z) = fol fi(x)dt.

n
2k
Exercice 178. xx (solution) Calculer la limite de la suite (Z Vnt + ksin <nﬁ)>

k=1 neN*

2.10 Equations différentielles
Exercice 179. (solution) Soit a,b € €(R,R) et 29 € R. Montrer que les tangentes en zy aux solutions
de l’équation différentielle y' 4+ a(x)y = b(z) sont soit toutes paralléles, soit toutes concourantes.
Exercice 180. xxx (solution) Soit a,b € € (R4, R) et y,z € D(R4,R) tel que

y(0)=2(0)=0, VreR, ¢ (z)=alx)y(x)+blz) et 2'(z)<alx)z(z)+b(z).

Montrer que pour tout z € R, z(z) < y(z).
w(x)
exp( [y a(t)dt)”

Indication : On pourra poser w = z — y et étudier la fonction f: z +—
Exercice 181. xx (solution) Déterminer toutes les fonctions f € ¢°(R, R) telles que
Vs, t € R, f(st)=sf(t)+tf(s).

Indication : On pourra d’abord supposer qu’une solution f est dérivable, puis montrer que c’est effecti-
vement le cas en intégrant f entre 0 et st.

Exercice 182. x (solution) Résoudre sur R I’équation différentielle

ty'(t) + y(t) = —sint.

Exercice 183. xx (solution) Soit a,b € € (R,R). On suppose que a > 1 sur R et lim b(z) = 0.

r—+o0
Montrer que toute solution de 1’équation différentielle y’ + a(x)y = b(z) vérifie hgl y(x) = 0.
T—r1+00

Exercice 184. (solution) En notant a = \/g, résoudre sur [a, +0o[ le probléme de Cauchy

{ty”(t) — /(1) + 4t3y(1) = 0,
(y(),y'(a)) = (1,1).

On pourra effectuer le changement de fonction inconnue z(t) = y(v/).
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Chapitre 3

Algebre générale et linéaire

3.1 Arithmétique des entiers relatifs

3.1.1 Congruences et compagnie

Exercice 185. xx (solution) Soit n > 2 un entier. Déterminer 1’ensemble

{wel, |YeU,, IkecZ, (=uw}.

Exercice 186. (solution) Montrer que 1’équation suivante n’a pas de solution,
P+ =94, (2,9,2) 7P

Indication : Projeter modulo 9.

Exercice 187. (solution) Montrer que pour tout n € N, 42" 422" +1=0 mod 7.

Exercice 188. (solution) Montrer que pour tout n € N, 22" + 150 — 1 =0 mod 9.
3.1.2 PGCD, Gauss et Euclide

Exercice 189. (solution) Soit a,b € Z premiers entre eux. Montrer que (a+b) A (a? —3ab+b?) € {1,5}.

Exercice 190. x (solution) Soit € R*. On suppose qu'il existe m,n € Z premiers entre eux tel que
™ et ™ sont entiers. Montrer que x est un entier (on pourra d’abord montrer que x est rationnel).

Exercice 191. x (solution) Soit z € Q. On suppose qu'il existe une équation polynomiale & coefficients
entiers de la forme
X" +apn 1 X" '+ a1 X +a=0

dont x est une racine. Montrer que x est un entier.
Exercice 192. x (solution) Résoudre ’équation diophantienne d’inconnues z,y € N,
(x+1)(y +2) = 2zy.

Indication : Utiliser Gauss & répétition et distinguer ’étude selon la parité de y. Solution : (x,y) €

{(2,6),(3,4),(5,3)}-

22
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3.1.3 Nombres premiers

Exercice 193. (solution) Soit d > 2 un entier. En utilisant 'unicité de la décomposition en facteurs
premiers, déterminer une injection de N¢ dans N.

Exercice 194. (solution) Soit n un entier naturel qui est & la fois un carré et un cube parfait. Montrer

quil existe u € N tel que n = uS.

Exercice 195. (solution) Résoudre I’équation diophantienne d’inconnue z,y € Z,
322 + xy = 11.

Exercice 196. (solution) Soit n € N*. Déterminer les entiers m € Z tels qu’il existe un entier r > 1
vérifiant m” =0 mod n.
Exercice 197. x++ (solution) Aprés avoir donné un sens a cette formule, montrer que pour tout nombre
premier p > 3,

1 1

1
1+ -+-4+—=0 mod p?.
LSRR mod p

3.2 Structures de groupe et d’anneau

3.2.1 Groupes et sous-groupes

Exercice 198. (solution) On note

1 T T

VeeR, My=|z 1+%2 2
2 2
- =5 1-%

et 4 = {M, | € R}. Montrer que ¢ est un sous-groupe de GL3(R).
Indication : Calculer M, M, le plus tot possible.

Exercice 199. x (solution) Soit ¢ un sous-groupe de M,,(K) distinct de {0}. On suppose que pour
tout élément M € ¢,
VA,B e M,(K), AMBeY.

Montrer que ¥ = M,,(K).
Indication : Montrer que pour tout 4,5 € {1,...,n}, E;; € 9.

Exercice 200. (solution) Soit H un sous-groupe borné de C*, i.e. il existe K > 0 tel que pour tout
z € H, |z| < K. Montrer que H est un sous-groupe de U.

Exercice 201. xx (solution) Déterminer les sous-groupes G de R tels que G N R est minoré par un
réel strictement positif.

Exercice 202. (solution) Soit G un groupe et H une partie finie de G stable par la loi de G. Montrer
que H est un sous-groupe de G.
Indication : Pour x € H, étudier I'injectivité de I’application k — 2* définie sur N.

Exercice 203. (solution) Soit G un groupe. On dit qu’un sous-groupe H < G est distingué si pour
tout g € G, gHg~' C H, i.e. pour tout h € H, ghg~' € H.

1) On suppose G abélien. Déterminer tous les sous-groupes distingués de G.

2) Soit H < G un sous-groupe de G. Montrer que I'ensemble K = (1 . gHg™!

distingué de G.

est un sous-groupe
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Exercice 204. x (solution) Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. On définit sur G la relation
binaire ~ par
Ve,ye G, x~y ssi axlye H.

1) Montrer que ~ est une relation d’équivalence sur G, puis montrer que les classes d’équivalences de ~
sont les x H, avec x décrivant G.

2) On définit maintenant la loi de composition interne x sur les classes d’équivalences G/ ~ par
Vae,y € G, xzHxyH = (zy)H.

Cette définition dépend & priori des représentatnts des classes d’équivalences choisis. Montrer que %
est bien définie (i.e. si x ~ z’ et y ~ ¢/, alors xyH = 2'y’'H) si et seulement si pour tout € H,
rHx~! = H. Dans ce cas, vérifier que « munit H d’une loi de groupe

Exercice 205. xx (solution) Soit G un groupe possédant un nombre fini de sous-groupes. Montrer que
G est fini.

3.2.2 Morphismes de groupes

Exercice 206. xx (solution) Soit G un groupe.
1) A quelle condition sur G I’application g € G + ¢ est-elle un endomorphisme de groupes de G.

2) On suppose maintenant G abélien de cardinal impair. Montrer que tout élément de G est un carré,
i.e.Yg € G, 3he G, g=h?
Indication : Utiliser le théoréeme de Lagrange sur l'ordre des éléments d’un groupe.

Exercice 207. (solution) Montrer que le groupe C* est isomorphe au groupe produit U x R* .

Exercice 208. x (solution) Soit G' un groupe fini. Montrer que tout morphisme de groupes de Q dans
G est constant.

Exercice 209. (solution) Soit G un groupe. On dit qu’un sous-groupe H de G est caractéristique s’il
est stable par tout automorphisme de G.
Montrer que le centre Z(G) de G est un sous-groupe caractéristique de G.

Exercice 210. xx (solution) Soit G un groupe. On suppose que G est monogeéne, c’est-a-dire qu’il
existe g € G tel que G = {¢* | k € Z}. Montrer que G est isomorphe & 'un des U,, ou a Z.

Exercice 211. x (solution) Soit G, H deux groupes et ¢ : H — Aut(G) un morphisme de groupes. On
définit la loi de composition interne x sur G x H par

Y(g,h), (g, h') e Gx H, (g,h)x(g,h)=1(g-¢(h)(g),hh').

Montrer que (G x H, %) est un groupe. On pourra dans un premier temps admettre que x est associative.
3.2.3 Anneaux et corps

Exercice 212. (solution) Soit A un anneau et E un ensemble. Montrer que U(F(E, A)) = F(E,U(A)).

Exercice 213. (solution) Soit (G,+) un groupe commutatif. On note End(G) 'ensemble des endo-
morphismes de G. Pour f,g € End(G), on note

Ve e G, (f+9)(x) = f(x) +9(x) et fog(z)=[flg(x))
Montrer que (End(G), +, o) est un anneau.

Exercice 214. xx (solution) Soit A un anneau commutatif intégre. On suppose que A est fini. Montrer
que A est un corps.
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Exercice 215. (solution) Soit K, L deux corps et f : K — L un morphisme d’anneaux. Montrer que
f est injectif.

Exercice 216. (solution) Soit A un anneau et ¢ € A. On dit que r € A est une racine carrée de a si

r?2 = a. Montrer que si A est commutatif et intégre, alors tout élément de A admet au plus deux racines

carrées.

Exercice 217. (solution) Soit A un anneau. Déterminer tous les morphismes d’anneaux de Z dans A,
puis déterminer la forme de leurs noyaux.

Exercice 218. xx (solution) Pour d € N*, on note 45 = {(z,y) € Z* | x =y mod d}. Montrer les
sous-anneaux de Z2 sont exactement les Aq, d € N*.
Indication : Pour un sous-anneau A de Z?, considérer d = min{|x — y| | (x,y) € Z*, z # y}.

Exercice 219. xx (solution) Soit K = {0, 1,a,b} un corps que ’on suppose posséder quatre éléments.
Dresser les tables d’addition et de multiplication de K.
Indication : Montrer que ab = 1 puis que 2 = 0 dans K.

3.3 Polynoémes

Exercice 220. (solution) Déterminer les polynomes P € K[X] tels que P(X?) = (X2 4+ 1)P(X).

Exercice 221. x (solution) Soit P € R[X] & coefficients entiers. On suppose que P(0) et P(1) sont
impairs. Montrer que P n’a pas de racine entiére.

Exercice 222. (solution) Soit P € R[X] unitaire de degré n. Montrer que P est scindé sur R si et
seulement si pour tout z € C, |P(2)| > [Im(2)|".

Exercice 223. (solution) Soit P = X3! 4+ X382 4 X15 et Q(X) = X2 + X + 1. Montrer que Q(X)
divise P(X). En est-il de méme pour Q(X)??

Exercice 224. (solution) Déterminer les entiers n € N tels que X2 + X + 1 divise (X* +1)" — X"
Exercice 225. (solution) Soit P € C[X]. Montrer que P(X) — X divise P(P(X)) — X.

Exercice 226. (solution) Soit P € R[X] un polyndome de degré n impair. Montrer que P admet au
moins une racine réelle.

Exercice 227. (solution) Montrer qu’il n’existe pas de polynéome P € C[X] tel que pour tout z € C,
P(z) =z

2n
Exercice 228. (solution) Soit P(X) = ZXk. Montrer que P(X) divise P(X?).
k=0

Exercice 229. (solution) Soit P € C[X]. On suppose que X — 1 divise P(X™). Montrer que X™ — 1
divise P(X") également.

n
Exercice 230. (solution) Soit ay,...,a, des réels et P = H (cosay + X sinay). Déterminer le reste
k=1
de la division euclidienne de P par X2 + 1.

Exercice 231. »+ (solution) Déterminer les polynomes P € K[X] tels que

V(z,y) €K?, P(ay) = P(x)P(y).
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Exercice 232. xx (solution) Déterminer les polynémes P € C[X] non nuls tels que P(X?) =
—P(X)P(X +1).

Indication : Montrer que les racines non nulles de P sont de module 1, puis que ce sont des racines
6-iémes de I'unité, puis que ce sont nécessairement 1 ou 0 et conclure.

Exercice 233. (solution) Soit P,Q € C[X]. Montrer que si a € C est une racine double de P? + Q?,
alors o est une racine de P2 + Q2.

Exercice 234. x (solution) Déterminer les polynomes P € C[X] tels que P(Q) C Q.

Exercice 235. xxx (solution) Soit P € C[X] non-constant. Montrer que les racines de P’ sont des
barycentres & coefficients positifs des racines de P, i.e. si z1, ..., z, € C sont les racines de P, pour toute
racine a de P’, il existe des réels Ai,..., A, = 0 tels que

Oézzn:/\zzz et Z)\izl'
i=1 ]

Indication : Caculer P’/P.

Exercice 236. (solution) Soit x,y, 2 € C tels que x +y + 2z = 22 + 3% + 22 = 0. Montrer que le triplet
(x,y,2) est proportionnel & (1,34, 52) ou a (1,32, ).

Exercice 237. xx (solution) Montrer qu’il existe un nombre fini de polyndmes unitaires de degré n a
coefficients entiers et a racines de module inférieur ou égal & 1.

3.4 Arithmétique des polyndmes et fractions rationnelles

3.4.1 Arithmétique des polynémes

Exercice 238. (solution) Soit R € R(X) non nul tel que I’évaluation de R en la fraction rationnelle

% est un polynéme. Montrer que 1 est un pole de R.

Exercice 239. (solution) Soit A, B € K[X] premiers entre eux avec B non constant. On considére
f Vapplication qui & P € K[X] associe le reste de la division euclidienne de AP par B. Montrer que
f € Z(FE), puis déterminer le noyau et 'image de f.

Exercice 240. (solution) Déterminer les polynomes de R[X] unitaires de degré 3, divisibles par X — 1

et tels que les restes des divisions euclidiennes par X — 2, X — 3 et X — 4 sont égaux.

3.4.2 Fractions rationnelles

Exercice 241. (solution) Déterminer un supplémentaire de K[X] dans K(X) pour K = C puis pour
K=R.

Exercice 242. (solution) Soit P = (X — 1)(X —2)2, Q = X(X — 2)? et Q = X (X — 1). Déterminer
des coefficients de Bézout pour P, @, R, i.e. des polynomes U, V, W tels que

UP+VQ+WR=1.

Indication : Utiliser la décomposition en éléments simples de m

Exercice 243. (solution) Calculer la décomposition en éléments simples dans C(X) de

1
X —DE"—1)

F(X) =
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Exercice 244. xx (solution) Soit n > 2 et wy,...,wy, les racines n-iémes de 'unité. Réduire (sous la
forme P/Q)) la fraction rationnelle

Exercice 245. (solution) Soit P € R[X] scindé & racines simples sur R, dont on note les racines
T1,...,Z, €t que 'on suppose non nulles. Montrer que

” 1 1 |
Z = — et Z - 0.
b1 xk.P’(mk) P’(O) b1 P'(ﬂ:k)
1

Indication : Déterminer la décomposition en éléments simples de 20Ok

3.5 DMatrices et systémes linéaires

O = N

1 3
Exercice 246. (solution) Soit A = [ 0 2 |. Calculer les puissances de A, puis déterminer B €
0 1

M3 (R) telle que B? = A.

Exercice 247. (solution) Soit A, B € M, (K) deux matrices symétriques. Donner une condition
nécessaire et suffisante pour que AB soit symétrique.

Exercice 248. (solution) Soit D € M,,(K) diagonale & coefficients diagonaux deux & deux distincts.
Déterminer toutes les matrices qui commutent avec D. En déduire les matrices de M,, (K) qui commutent
avec toutes les matrices diagonales.

Exercice 249. (solution) Pour tout entier p € N, on note N, I'ensemble des matrices A € M, (K)
telles que a;; = 0 si j < i 4+ p. Montrer que tout élément de N est nilpotent.
Indication : Montrer que NyN; C Npiq.

Exercice 250. (solution) Montrer que I’application

CcC — MQ(R)
R Re(z) —Im(z)
Im(z) Re(z)
est une injection qui vérifie : Vz,2' € C, ¢(22') = p(2)p(Z).

cosf —sinf

_2n
sinf  cosf , pour 6 = .

En déduire les puissances de la matrice

Exercice 251. (solution) Soit A, B € M, (R).
On suppose que pour toute matrice M € M, (R), Tr(AM) = Tr(BM). Montrer que A = B.

Exercice 252. xx (solution) Soit A € M, (C). Déterminer les matrices X € M, (C) telles que
X 4+ X = Tr(X)A.

Exercice 253. (solution) Déterminer les matrices A € M,,(R) telles que Tr(*AA) = 0.

Exercice 254. x (solution) Pour M € M,,(C), on note M la matrice dont les coefficients sont les
conjugués de M.

1) Montrer que si M € M, ,(C) et N € M, ,(C), alors MN = M - N et que Tr(*AA) > 0.
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2) Soit maintenant A € M, (R) une matrice antisymétrique et A € C. Montrer que s’il existe X €
M., 1(C) non nul tel que AX = A\X, alors A est un imaginaire pur.
Indication : Pour X € M, 1(C), *XX est une matrice de dimension 1 x 1, c’est-a-dire un nombre
complexe !
Exercice 255. (solution) Soit 7 € N*. On note ¢ = ™" et A = (C0~DU-D),, ;.. Déterminer A4,
puis linverse de A (ou A désigne la matrice dont les coefficients sont les conjugués des coefficients de
A).

Exercice 256. (solution) Montrer qu’il n’existe pas de matrice 4, B € M,,(R) tel que AB— BA = I,.
Exercice 257. (solution) Soit A, B € M,,(K) telles que AB = A+1I,,. Montrer que A et B commutent.
Exercice 258. x (solution) Soit M € GL,(R) telle que M + M~! = I,,. Pour tout p € N, déterminer
MP + M~P.

Indication : Travailler par récurrence sur p.

3.6 Structure d’espace vectoriel

3.6.1 Bases, familles libres et liées

Exercice 259. (solution) Soit E un K-espace vectoriel et (eq,...,e,) une famille libre de E et soit
(M,y..y ) EK.Onnote u = Meg + -+ Apep et v, =u+e; pour i =1,...,n.
Déterminer une condition nécessaire sur les A1, ..., \, pour que la famille (v, ..., v,) soit liée.

Exercice 260. (solution) Soit a,b € R. Montrer que la famille (x — sinz, z — sin(x+a), x — cos(z+b))
de F(R,R) est li¢e.

Exercice 261. (solution) Soit n € N* et a,b € K distincts. On note F' I’ensemble des polynomes de
K, [X] dont a et b sont racines. Montrer que F' est un espace vectoriel, puis en déterminer la dimension.

Exercice 262. (solution) Soit M € M, (K) une matrice, p € {1,...,n} un entier, A1,..., A\, € K

des scalaires deux & deux distincts et eq,...,e, € K" des vecteurs tel que pour tout ¢ € {1,...,p},
M@i = )\iei.
Montrer que la famille (eq, ..., e,) est libre.

Exercice 263. (solution) Soit di,...,d, € K des scalaires deux & deux distincts et D € M, (K) la
matrice diagonale de coefficients diagonaux dy, . .., d,. Soit C(D) I’ensemble des matrices qui commutent
avec D. Montrer que C(D) est un espace vectoriel, puis montrer que la famille (D*)o<r<n—1 €n est une
base.

Exercice 264. (solution) Soit M € M, (K) une matrice qui stabilise toutes les droites de K", i.e. pour
tout vecteur x € K", Mz € Vect(z). Montrer que M est une matrice scalaire.

Exercice 265. (solution) Soit (z;)1<i<n tel que 0 = 29 < 1 < -+ < ®, = 1. On note F' le sous-
espace vectoriel de C([0,1],R) des fonctions affines sur chacun des intervalles [x;,z;+1], 4 =0,...,n — 1.
Déterminer une base de F'.

3.6.2 Bases et dimension finie
Exercice 266. (solution) Soit E = F(R,R) I’espace vectoriel des fonctions de R dans R. Soit F un

sous-espace vectoriel de E constitué uniquement de fonctions positives. Montrer que F' est de dimension
au plus égale & 1.
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Exercice 267. (solution) Soit n € N*. Pour tout k € {0,...,n}, on pose P, = X*(X —1)"~*. Montrer
que (Py)ogk<n €st une base de K, [X].

Exercice 268. (solution) Soit M € M,,(K) une matrice nilpotente d’indice de nilpotence p € N*.
Montrer que p < n.
Indication : Pour un vecteur xo € K" bien choisi, considérer la famille (xq, Mz, ..., MP~1xg).

Exercice 269. (solution) Soit G = GL,(K). Pour X C G,onnote Cq(X) ={g € G |Vz € X, gx = zg}.
Montrer qu'’il existe un sous-ensemble Xy C X fini tel que Cg(X) = Ce(Xo).

Exercice 270. (solution) Soit n € N*. Soit A une partie de R™. On dit que u € R™ est un barycentre

d’éléments de A s’il existe un entier r € N*, des réels positifs A1, ..., A\, € Ry et des élements x1,...,z, €
A tels que
T T
i=1 i=1

Montrer que tout barycentre de A peut s’écrire comme un barycentre d’au plus n+ 1 éléments de A (i.e.
on peut remplacer r par n + 1 dans la définition précédente).

3.6.3 Sommes directs, supplémentaires

Exercice 271. (solution) Soit E un K-espace vectoriel et F,G deux sous-espaces vectoriels de FE.
Montrer que si FNG = F + G, alors F = G.

Exercice 272. (solution) Soit E un K-espace vectoriel et F, G, H trois sous-espaces vectoriels de E
telsque FNG=FNH, F+G=F+ H et GC H. Montrer que G = H.

Exercice 273. (solution) Montrer que F = {f € R® | f(1) =0} et G = {f e R®* | Ja € R, Vz €
R, f(x) = ax} sont supplémentaires dans R¥.

Exercice 274. (solution) Soit P € R[X]. Déterminer un supplémentaire de F' I’ensemble des polynomes
de R[X] divisibles par P.

Exercice 275. (solution) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et F, G deux sous espaces

vectoriels de méme dimension. Montrer que F' et G admettent un supplémentaire commun.

3.7 Applications linéaires

3.7.1 Applications linéaires explicites

Exercice 276. (solution) Soit A, B € K[X] premiers entre eux avec B non constant. On considére
f Vapplication qui & P € K[X] associe le reste de la division euclidienne de AP par B. Montrer que
f € Z(F), puis déterminer le noyau et I'image de f.

Exercice 277. x (solution) Soit f € Z(R,[X]) Pendomorphisme défini par
VP € R,[X], f(P)=P-P.

Montrer que f est bijectif, puis en déterminer une réciproque explicite (plus dur).
Indication : Si P € R,[X], exprimer P — P("*1) en fonction de P, P’,..., P(").

Exercice 278. (solution) Soit E = K,[X] et f € Z(F) ’endomorphisme défini pour tout polynome
Pe Evpar f(P)=P(X+1)+P(X —1)—2P(X). Déterminer le noyau et I'image de f. Montrer ensuite
que pour tout @ € Im(f), il existe un unique P € E tel que X2|P et f(P) = Q.

Indication : On pourra s’intéresser a 'image des XP par f.
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Exercice 279. x (solution) Soit (z;)1<ign tel que 0 = 29 < 21 < -+ < x, = 1. On note F' le sous-
espace vectoriel de € ([0, 1], R) des fonctions affines sur chacun des intervalles [x;,2;11], ¢ =0,...,n— 1.
Déterminer la dimension de F'.

Indication : Plutot que d’exhiber une base de F', on pourra considérer I'application f € F — (f(z;))o<i<n-

3.7.2 Applications linéaires abstraites

Exercice 280. xx (solution) Soit E un K-espace vectoriel et v € E non nul. Déterminer tous les
endomorphismes f € Z(E) tels que pour tout x € E, la famille (u,z, f(z)) est liée.

Exercice 281. x (solution) Soit E un K-espace vectoriel et f € £ (F) nilpotent. Montrer que Idg — f
est un automorphisme de E et donner une expression de sa réciproque.

Exercice 282. (solution) Soit F,F deux K-espaces vectoriels, f € Z(FE,F) et G1,G2 deux sous-
espaces vectoriels de E en somme directe. On suppose que f est injective. Montrer que f(G1 @ Ga) =
f(G1) @ f(G2). Le résultat reste-t-il vrai sans injectivité ?

Exercice 283. (solution) Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n et f,g € Z(FE). On suppose
que f+ g € GL(E) et go f = 0. Montrer que n =rg f +rgg.

Exercice 284. x (solution) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € .Z(E). On suppose
qu'il existe P € K[X] tel que P(f) =0 et P(0) =0 # P’(0). Montrer que E = Imf & Ker f.

Exercice 285. (solution) Soit Ey,...,Er11 des K-espaces vectoriels de dimension finie avec Ey =
Ej4+1 = 0 et pour tout 0 < i < k, soit f; € L(E;, Ei+1). On suppose que Im(f;) = Ker(f;+1). Montrer

que
k

> (~1)" dim(E;) = 0.

=0

Exercice 286. xx (solution) Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie et K, I deux sous-espaces
vectoriels de E supplémentaires. Montrer que ’ensemble

G={feZF)|Ke(f)=K et Im(f) =1}
est un groupe pour la composition (on pourra se passer de montrer ’associativité).

Exercice 287. x*x (solution) Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € .Z(E). Montrer
I’équivalence
Kerf=Imf ssi f>=0 et dge L(E),fog+gof=1dg.

Exercice 288. »xx (solution) Soit E un K-espace vectoriel (non supposé de dimension finie!) et F, G
deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Pour f € Z(G, F), on note Vy = {z + f(x) | z € G}.

1) Montrer que pour tout supplémentaire S de F, il existe une unique application f € Z(G, F) telle
que S = V.
Indication : Montrer que Vx € G,3ly € F,a +y € S.

2) En déduire que tous les supplémentaires de F' sont isomorphes.

Exercice 289. xx* (solution) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € Z(FE).
1. On suppose que f stabilise toutes les droites de E. Montrer que f est une homothétie.

2. Soit k € {2,...,n—1}. On suppose que f stabilise tous les sous-espaces de E de dimension k. Que
dire de f 7
Indication : On poura montrer qu’un sous-espace de dimension k — 1 est l'intersection de deux
sous-espaces de dimension k.
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Exercice 290. xxx (solution) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et f1,..., f, € L(F)
que 'on suppose nilpotents qui commutent deux & deux. Montrer que f; 0---0o f, = 0.
Indication : Montrer que f, stabilise Im(fx410---0 fy).

3.7.3 Formes linéaires

Exercice 291. (solution) Soit E un K-espace vectoriel. Déterminer toutes les formes linéaires injectives
de E.
Indication : La réponse dépend de la dimension...

Exercice 292. x (solution) Soit F = K, [X] et ag,...,a, € K des scalaires distincts. On note ¢, € E*
la forme linéaire définie pour tout P € E par ¢k (P) = P(ay). Montrer que la famille (¢ )ogcr<n forme
une base de E™.

Exercice 293. s« (solution) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, p € {1,...,n} et
des formes liénaires ¢1,...,¢, € E*. Montrer que la famille (¢1,...,¢,) est libre si et seulement si

I’application
s E — KP
Nz — (<,01($),~--a§0p(55))

est surjective.
Indication : Montrer d’abord le résultat pour p = n.

3.7.4 Projecteurs et symétries

Exercice 294. x (solution) Soit F = Ky, [X] et f lapplication définie sur E par

1
VPeE, f(P)= XQ"P(}).
Montrer que f est une symétrie, puis déterminer sa base et sa direction.

Exercice 295. (solution) Soit B € K[X] non constant. On considére f I’application qui & P € K[X]
associe le reste de la division euclidienne de P par B. Montrer que f € Z(F) est un projecteur, puis
déterminer le noyau et 'image de f.

Exercice 296. xx (solution) Soit F un K-espace vectoriel et u € .Z(E) pour lequel il existe un entier
n € N* tel que u™ = Idg. Soit V un sous-espace vectoriel de E stable par u et p un projecteur de E sur

V. On note
1 ¢ k k
= - uopou"F.
q n}; p

Montrer que u et ¢ commutent et que Im(q) C V. En déduire que po g = ¢, puis que ¢ est un projecteur.
3.8 Représentation matricielle des applications linéaires

Exercice 297. (solution) Soit F' = {(un)neny € RY | Vn € N, w19 = tpt1+u,}, qui est un sous-espace
vectoriel de RN. Montrer que I'aplication

T F — RN
. (un)nGN — (un+1)n€N

est un endormorphisme de F', puis calculer sa matrice dans une base de F' que I’on précisera. En déduire
que T est un automorphisme de F'.
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Exercice 298. (solution) Soit n € N*, E = R, [X] et a € R*. On considére f I’endomorphisme de
E défini par f : P — P(X + a). Calculer la matrice de f dans la base canonique, son inverse, puis en

déduire que .
o))

k=p
Exercice 299. (solution) Soit £ = K, [X] et f € £(FE) définie par
1
VP EE, f(P)=P—L(P-P()).

Déterminer la matrice de f dans la base canonique de E, puis déterminer la matrice de 'inverse de f,
sans inverser explicitement la matrice.

Exercice 300. x (solution) Soit M € M, (K). Déterminer le rang de I’application linéaire définie sur
M, (K) par Lp; : A— AM.
Indication : Se ramener ou M est de la forme diag(I,,0,—,).

Exercice 301. x (solution) Soit M € M, (K). Montrer que si M? = M, alors Tr(M) € N.
Indication : M est la matrice d’'un projecteur.

Exercice 302. +x (solution) Soit E = R"™, dont on note B = (ey,...,e,) la base canonique. Pour
o € G, on note f, 'endomorphisme défini par f(e;) = e(;y) pour i =1,...,n.

Déterminer les coefficients de la matrice P, = Matg(f,) (on pourra utiliser le symbole de Kronecker),
puis calculer Tr(P,) et det(P,).

Exercice 303. xx (solution) Soit F = C". On rappelle qu’un endomorphisme de E est dit diagonalisable
§’il existe une base de E constituée de vecteurs propres de cet endomorphisme. Soit f € .Z(FE) dont la
matrice dans la base canonique est donnée par

Montrer que f est diagonalisable.

Exercice 304. xx (solution) On rappelle qu'une matrice A € M, (K) est dite diagonalisable (sur K)
si elle est semblable & une matrice diagonale dans M, (K). Montrer que toute matrice diagonalisable est
annulée par un polynoéme scindé & racines simples sur K.

Exercice 305. xxx (solution) Soit ag,...,a,—1 € Ket
0 ao
1 0 al
A= 1 :
0 Gp—2
1 Gp—1

1) On note £ = K" et f ’endomorphisme de E dont la matrice dans la base canonique est A. Montrer
qu’il existe un vecteur x € E tel que (x, f(x),..., f""1(x)) est une base de E.

2) En déduire que ’ensemble des matrices commutant avec A est exactement 1’ensemble

K[A] = {P(A) € M,(K) | P € K[X]}.
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Exercice 306. xxx (solution) Déterminer les endomorphismes f de E = K" tels que pour tout vecteur
x € E, la famille (x, f(x)) est liée. En déduire que toute matrice de M, (K) de trace nulle est semblable
& une matrice de diagonale nulle.

Indication : Pour la seconde partie, travailler par récurrence sur n.

3.9 Déterminant

Exercice 307. (solution) Soit n > 3 et ay,...,a, € R.

Calculer le déterminant de la matrice A = (sin(a; + a;))1<ij<n-

Exercice 308. (solution) Soit a1, ...,a, € R. Calculer le déterminant de la matrice A = (@min(s,j))1<i,j<n-

Exercice 309. x (solution) Soit A une matrice de rang 1. Montrer que det(I, + A) = 1 + Tr A.
Indication : Montrer que A est semblable & une matrice dont les n — 1 premiéres colonnes sont nulles.

Exercice 310. %%+ (solution) Déterminer les matrices A € M, (K) telles que pour toute matrice
X € M,(K), det(A+ X) = det X.
Indication : Discuter en fonction du rang de A et se ramener au cas d’une matrice simple.

Exercice 311. « (solution) Soit A = (aij)i<i,j<n € Mn(K) telle que pour tout 1, 2?21 la;;] < 1.
Montrer que |det A|] < 1.
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Chapitre 4

Probabilités, etc.

4.1 Dénombrement

Exercice 312. (solution) Soit n,p € N* tel que n > p?. Soit x1,...,7, € N. Montrer que I'une des
deux propositions suivantes est vrai

i. au moins p + 1 des entiers x4, ..., x, sont égaux,

ii. au moins p + 1 des entiers x1,...,x, sont deux a deux distincts.

Exercice 313. x (solution) Soit n € N*. On note p(n) = Card ({k € [1,n] | kK An =1}). Soit p un
nombre premier et n € N. Déterminer o(p™).

Exercice 314. xx (solution) Soit E un ensemble de cardinal n. Déterminer le cardinal de I’ensemble
des couples de parties (X,Y) € P(E)? tel que X NY est un singleton.

Exercice 315. x (solution) Si A est une partie de {1,...,n}, on appelle diameétre de A la quantité
diamA = max A — min A.
Pour k € N, déterminer le nombre de parties de {1,...,n} de diamétre égal a k.

Exercice 316. (solution) Soit n € N. Une partie de [1,n] est dite lacunaire si elle est non vide et ne
contient pas deux entiers consécutifs. On note L,, le nombre de parties lacunaires de [1,n]. Déterminer
une relation de récurrence sur L,,.

Exercice 317. xx (solution) Déterminer le cardinal de I’ensemble

) :{(al “n)eM2 ®) al,...,an,bl,...,bn6{0,1},}
n bl bn »T

aiby +---+apb, =1 mod 2
Exercice 318. (solution) Soit n € Net p € {0,...,n}. Montrer que

()05 =2()

Indication : Considérer E un ensemble de cardinal n et dénombrer ’ensemble

F={(A,B)eP(E)*| ANB=g,|AUB| =p}

de deux maniéres différentes.
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Exercice 319. xx (solution) Soit E un ensemble fini de cardinal n. Montrer que le cardinal de

F={f:E—>E|fof=f}est
_ - n n—Fk
|F|—§:<k>k; .

k=0
Indication : Remarquer que f € F si et seulement si Vy € f(E), f(y) =y.

Exercice 320. % (solution) On note D, le nombre de dérangements de G,,, c’est-a-dire le nombre
de permutations de [1,n] sans point fixe. Montrer que pour tout n € N*, D,, 11 = n(D,, + D,_1), puis
que que D, =nD,_1 + (—1)". En déduire une expression de D,.

Exercice 321. »+ (solution) Notons E = [1,n]. Calculer

oY k.

XeP(E) keX

Indication : Remarquer que si k € X € P(E), alors k = 1x(k)k.

4.2 Probabilités 1

Exercice 322. (solution) Soit E un ensemble fini. Si l’on choisit aléatoirement deux parties A, B de
FE, déterminer la probabilité que A soit inclu dans B.

Exercice 323. x (solution) Soit n € N*. Si l'on tire aléatoirement une partie de E = {1,...,n},
déterminer la probabilité qu’elle soit paire. En déduire la valeur de Y g copcp (o5)-

Exercice 324. x (solution) On considére N urnes numérotées de 0 & N telles que 'urne k contient k
boules blanches et N — k boules noires. On choisit une urne au hasard, puis 'on effectue des tirages avec
remise dans cette urne. Pour n € N, déterminer la probabilité que les n premiéres boules tirées soient
blanches.

Exercice 325. x (solution) Deux personnes A et B jouent au jeu suivant : A lance une piéce, s'il
obtient face il gagne. Sinon B lance la piéce, s’il obtient pile il gagne, sinon c’est & nouveau a A de lancer
et ainsi de suite. On note Ay (resp. By) I’événement

« Le joueur A (resp. B) gagne au k-iéme lancer. »

Calculer les probabilités des événements Ay et Bi. On suppose maintenant que le jeu s’arréte au bout
de 2n lancés, calculer la probabilité que le joueur A gagne, que le joueur B gagne, que la personne ne
gagne. Donner les limites lorsque n — +o0.

Exercice 326. xxx (solution) On considére N urnes numérotées de 1 & N telles que 'urne k contient
k boules blanches et NV 4+ 1 — k boules noires. On choisit une urne au hasard, avec une probabilité
proportionnelle & son numéro (4 déterminer, donc), puis l'on effectue p tirages simultanés dans cette
urne. Pour p € N, déterminer la probabilité que toutes les boules tirées soient blanches (on note A cet
événement).

Exercice 327. x (solution) Soit A, B des événements d’un univers 2. Montrer que A et B sont
indépendants si et seulement si

P(ANB)P(ANB) = P(ANB)P(AN B).

4.2.1 Variables aléatoires

Exercice 328. (solution) Soit X7, ..., X, des variables aléatoires indépendantes uniformes sur {1, ..., 2p}.
Calculer la probabilité P(X; +---+ X, =0 mod 2).
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Exercice 329. « (solution) Un.e enfant posséde deux paquets de n bonbons, un dans chaque poche. A
chaque fois qu’il veut manger un bonbon, il choisit une poche au hasard et prend un bonbon du paquet
correspondant. A un moment, il essayera de piocher dans un des paquets de bonbonds et réalisera qu'il
est vide. On note X le nombre de bonbons restant dans l'autre paquet & ce moment-la. Déterminer la
loi de X.

Exercice 330. xx (solution) On considére une urne contenant initialement une boule marquée et deux
boules non marquées. On répéte 'expérience suivante. On tire une boule dans l'urne, si elle est marquée
on la remet dans I'urne, si elle est non marquée on la marque et on la remet dans 'une. Pour n € N, on
note X, la variable aléatoire égale au nombre de boules marquées dans 'urne aprés la n-iéme répétition
de 'expérience. Déterminer la loi de Y,.

Exercice 331. x (solution) Soit X7, X5, X3 des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur
{1,...,n}. On note Y7, Y3, Y3 les valeurs de X7, X5, X3 réordonnées dans ’ordre croissant. En particulier,
Yl = mil’l(Xl,XQ,Xg) et Y3 = maX(Xl, X27X3).

1) Déterminer les lois de Y7 et Ys.

2) On note Zj, = Card({1 < i <3| X; < k}). Déterminer la loi de Z, puis en en déduire la loi de Y5.
Indication : Comparer (Z; > 2) et (Yz < k).

Exercice 332. (solution) On considére une variable aléatoire X de loi B(n,p). Les résultats de X sont
affichés sur un compteur qui est cassé : si X est non nul, il affiche la bonne valeur, alors que si X est nul,
il affiche une valeur aléatoire entre 1 et n. En notant Y la variable aléatoire égale & la valeur affichée sur
le compteur, calculer la loi de Y.

Exercice 333. x (solution) Oscar marche aléatoirement sur une rue infinie, dans laquelle sont disposés
des lampadaires numérotés par Z. Initialement, il se trouve au lampadaire numéroté 0 et fait des pas de
1 en avant ou en arriére. Sa position au temps n est modélisée par

Sn:X1++Xn7

ou Xi,...,X, sont des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur {—1,1} et on pose Sy = 0.
Déterminer P(S,, = 0) la probabilité qu’Oscar soit revenu au lampadaire 0 au temps n.

On donne la formule de Stirling n! ~ +/2mnn™e~", déterminer un équivalent en +oo de P(S2, = 0).
Traiter maintenant le cas d’une marche aléatoire symétrique sur Z2, c’est-a-dire que pour Xi,..., X,
des variables aléatoires indépendantes de méme loi uniforme sur {e;, —ej, e, —es (o (e1,e2) est une
base canonique de R?), étudier la loi S, = X; +- -+ X,, et donner un équivalent de P(Ss, = 0) en +oc.

Exercice 334. xx (solution) Soit n > 2 un entier et p €]0,1[. Soit X,Y deux variables aléatoires

. . ) . o . X X .
indépendantes de méme loi B(n,p). Déterminer la probabilité que la matrice M = (Y Y) soit une
matrice de projection non-nulle (i.e. M2 = M).

Exercice 335. xx+x (solution) Soit Xi,...,X, des variables aléatoires indépendantes de meéme loi

B(p). On note U = (X1,...,X,,) et la matrice carrée M = UTU. On pose R = rg(M) et T = Tr(M).
Déterminer les lois de R et T, puis calculer la probabilité que M soit une matrice de projection non
nulle.

Exercice 336. xxx (solution) Soit X,Y deux variables aléatoires a valeurs dans {1,...,n} telles que
pour tout 1 < j < n, PY =35)>0. Onnote A = (P(X =14,Y = j))i<i,j<n € M,(R). Montrer que X
et Y sont indépendantes si et seulement si la matrice A est de rang 1.

Exercice 337. (solution) Pour X une variable aléatoire a valeurs dans {0, ...,n}, on pose son polynéme
générateur (en la variable t)

Gx(t) = zn:P(X = k)tk.
k=0

1) Montrer que si X,Y sont deux variables aléatoires indépendantes & valeurs respectivement dans
{0, e ,n} et {O, . ,m}, alors Gxty = GxGy.
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2) Montrer qu’on ne peut pas piper deux dés pour que leur somme suive une loi uniforme sur {2,...,12}.

4.3 Probabilités 11

Exercice 338. xx (solution) Soit (X;;)i<i,j<n une famille de variables indépendantes de méme loi
d’espérance m € R. Soit M la matrice M = (X;;)1<i,j<n- Montrer que pour tout A € R,

s

E(det(A,, — M)) = (A — nm)A\"" L.

Exercice 339. »x (solution) Pour X une variable aléatoire a valeurs dans {0,...,n}, on pose son
polyndome générateur (en la variable t)
Gx(t) = E(tY).
1) Montrer que si X,Y sont deux variables aléatoires indépendantes & valeurs respectivement dans
{0,...,n} et {0,...,m}, alors Gxt+y = GxGy.

2) Montrer qu’on ne peut pas piper deux dés pour que leur somme suive une loi uniforme sur {2, ...,12}.

Exercice 340. x (solution) On considére un dé pipé & n faces, tel que la probabilité de tomber sur la
face numérotée k est proportionnelle & k. On note X la valeur de la face obtenue.
1) Déterminer la loi et 'espérance de X.

2) Déterminer 'espérance de Y = %

Exercice 341. x (solution) Soit p €]0,1[ et n € N*. Soit X ~ B(2n,p). Calculer E((—1)%), puis en
déduire Pespérance de Y = | X/2].

Exercice 342. xx (solution) Soit Uy, Us deux variables indépendantes de loi uniforme sur {1, },n, on
note X = min(Uy,Uz) et Y = max(Uy, Us).

1) Déterminer la loi et 'espérance de X.
2) Exprimer Uy + U; en fonction de X et Y, et en déduire E(Y").
3) Calculer cov(X,Y).

Exercice 343. xxx (solution) Soit N, X des variables aléatoires finies & valeurs dans N* et (X,,)nen=

une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X. On note S = Zszo X}, montrer que
E(S) = E(N)E(X).

Exercice 344. x (solution) On considére une puce qui se déplace sur 'axe des réels. Initialement, elle
est en X = 0, puis se déplace & droite ou & gauche avec équiprobabilité. On suppose cependant que la
puce se fatigue que pour tout n € N*, le n-éme saut est de longueur ﬁ On modélise sa position au
temps n par

Sy = Xy 4.+ X,
ou les X} sont indépendantes, chacune de loi uniforme sur {—ﬁ, ﬁ} Montrer que pour tout € > 0,

P(|Sn] = elnn) = O(L).

Inn

Exercice 345. xx (solution) Dans un sac, il y a n — 2 boules noires et 2 boules blanches, dans lequel
on tire une a une les boules et sans remise. On note X le rang d’apparition de la premiére boule blanche
et Y celui de la deuxiéme. Déterminer la covariance du couple (X,Y).

Exercice 346. xxx (solution) Pour n € N*, on note

=3 (1)

k=n

MPSI3, Lycée Saint-Louis 37 2023-2024



Exercices de colle - Brian Flanagan

Donner un équivalent de (x,)nen+ en s’intéressant a des variables X, suivant des lois Bernoulli dont on
déterminera les paramétres.

Exercice 347. xxx (solution) Pour une permutation o € &,,, on dit que 1 < ¢ < n est un record de o
si
Vi<i<n, o(j)<o(i).

Soit ¢ une variable aléatoire de loi uniforme sur &,,. Donner I’espérance de R le nombre de records de
.

Exercice 348. xx (solution) Soit X,Y deux variables aléatoires réelles. On suppose que pour tout
k € N*, E(X*) = E(Y*). Montrer que X et Y suivent la méme loi.
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Solutions

Solution 78. (énoncé) On effectue le changement de variable u = ce qui donne

:r+1 ’
1 1
du = ————dor = —udx,
(x +1)2 x(x+1)
donc . | )
nu x
In de = | —du= 71 1 .
/:17(:1:+1) < +1) v / u=ghtu= 2n(az+1>

Solution 79. (énoncé) On remarque que ——— a pour primitive tanx, et la dérivée de —— est Cso‘ilfw,

donc par intégration par parties,
dzx tan tan x sin x tan x sin’ x tan x 1 1
/ T = 5 —2/ 3 dr = 5 —2/ —dz = 5 —2/ 7 dx—|—2/ 5 —dz.
costr  cos?zx cos3 x cos? x cost x cos? x cost x cos? x
On en déduit donc que
1 tanx 1
de = —— +2).
/0054:13 3 (coszm )

Solution 81. (énoncé) Par intégrations par parties, on a

/ Arctanz d _Arctanx N / dz
x? x x(x2 +1)

Or, par décomposition en élément simples,

R SRS NS O AN SR SR N S O
X(X2+1) X 2\X—-i X+i) X X241

dz dz T 1
——— = —— | 5——dx =1 — —In(z® +1).
/x(x2—|—1) / T /x2+1 z =Inlz| 2 n@” +1)

Solution 133. (énoncé) Soit f une telle fonction. En apliquant a nouveau f sur son équation fonction-
nelle, on obtient pour tout z € R,

flax+b) = f(f(f(2))) = af (z) + b

En dérivant, on en déduit que af’(ax+b) = af’(x). Puisque a # 0, on a f'(ax+b) = f'(x). Pour montrer
que f’ est constante, il s’agit alors de montrer que si g € R et que I'on considére la suite définie par
récurrence par T, = ax, + b, alors elle converge vers une limite ¢ indépendant de zy. EN effet, en
itérant la relation trouvée sur f’, on sait que f'(xg) = f’(x,) pour tout n € N.

Donc
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C’est une suite arithmético-géométrique, il existe plusieurs méthodes pour en montrer la convergence,
Pargument essentiel est que ’on a a €]0, 1[. En décomposant la suite (z,,) comme la somme d’une solution
homogeéne et d’une solution particuliére de sa relation (linéaire) de récurrence, on trouve que le terme
général est

Vn e N, x, = Aa" + £,
b

l1—a’

si bien que 'on a bien x, — £. Par continuité de f’, on
n—-+oo

déduit donc que f'(x¢) = f'(£), ce qui montre bien que f’ est constante, puisque z( était quelconque.
La fonction f est donc affine, disons f(x) = ma + p. En injectant ceci dans I’équation fonctionnelle, on

obtient m2z +mp +p = ax + b, donc m = +\/a et p = 1+Lm

avec A € R dépendant de xg et £ =

Solution 134. (énoncé) En faisant un dessin, on voit que le graphe de g est la concaténation de deux

copies contractées du graphe de f. La condition semble donc porter sur le raccordement de f en 1 et en

0.

Formellement, il est déja clair que g est dérivable sur [0,1] \ . Ensuite, pour que g soit dérivable en ,

il faut au moins qu’elle y soit continue, ce qui se traduit par f(1) = g(3) = lim+ g(z) = f(0). Pour
T3

obtenir la dérivabilité, regardons les taux d’accroissements & gauche et a droite de g en % A gauche,
pour tout = € [0, 1[, on a

—x 1—2x o1

puisque f est dérivable en 1. A droite, pour tout E}%, 1], on a

_ 0 = fRx—1) /
-z =2 0—(2zx-1) x_>—%>+2f(0)'

Ainsi, g est dérivable en % si et seulement si ses limites & gauche et & droite coincident, i.e. si et seulement

si f(0) = f(1) et f7(0) = f'(1).

Solution 135. (énoncé) La fonction f est bijective car continue et strictement croissante. Ensuite, on
calcule pour tout = € R,
() =¢e"+1>0,

donc puisque f’ ne s’annule pas, f~! est elle aussi dérivable, de dérivée

VreR, (fY(z)= ﬁ

De cette expression, on déduit que (f~1) est elle aussi dérivable, de dérivée

(S @) f" o f7 ()
(f" o f7H(x))?

Maintenant, on remarque que f(0) =¢€®+0 =1, donc f~1(1) = 0. On a f’(0) = 2, donc (f~1)'(1) =
et (F71)'(1) = 1£7(0) = .

Solution 136. (énoncé) Puisque f est continue sur le segment [0,1], d’aprés le théoréme des bornes
atteintes, elle y atteint son maximum, disons en a € [0,1]. Si a € {0, 1}, alors f(a) = 0 et donc f est &
valeurs négatives. Sinon, a est un point intérieur de [0, 1] et donc f”(a) < 0 puisque f est de classe €2
Dés lors, f(a) < 0 et f est a valeurs négatives.

VeeR, (f71)"(z) =~ = (T (@)’ f" o fH(x)

1
2

Solution 137. (énoncé) Supposons par ’absurde que ’équation P(x) = e* admet un nombre infini de
solutions sur R. Alors considérant f :  — P(z) — e®, en appliquant Rolle itéré, on obtient que frtD)
s’annule au moins une fois, alors que pour tout z € R, f("“)(x) = —e® < 0, contradiction.
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Solution 138. (énonceé) Il faut utiliser une fonction auxiliaire et lui appliquer Rolle. Le fait que f(1) = e
(et f(0) = €°) doit nous faire penser & considérer g : z +— f(x)e™%, de sorte que g(0) = g(1). La fonction
g est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0,1[, donc d’apreés le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]0, 1], tel
que ¢'(¢) = 0. Or,

Ve eR, g'(z)=(f'(z) - f(z))e™",

et on conclut puisque e~ # 0.
Solution 139. (énoncé) Remarquons tout d’abord que si a = b, alors on est ramené & montrer qu’il
existe ¢ €]0, 1] tel que

Fa=of(e) = F1—)f () =0,

et on pense donc & considérer la fonction x — f(1 — z)f(z). Ceci nous donne 'idée, pour a,b > 0
quelconques de considérer g : x + f(1 — 2)°f(2)?, de dérivée

voee[0,1], ¢'(x) = -bf' (1-2)f(1—2)"" ' f(2)* +af(l—2)"f'(x)f(x)* .

D’autre part, g est continue sur [0,1], dérivable sur |0,1[ et g(0) = g(1), donc d’aprés le théoréme de
Rolle, il existe ¢ €]0, 1] tel que ¢'(c), i.e.

bf' (1 =) f(1 =) fe)* = af (1) f'(e)f (o)

En divisant & gauche et a droite par f(c)®f(1—¢)?, on déduit bien le résultat attendu. A noter que I’on
a utilisé plusieurs fois sans le dire I’hypothése f > 0, notamment pour dériver et ré-organiser I’équation.
Solution 146. (énoncé) Soit z,y € Ret A € [0, 1], on vérifie par croissance et convexité de I’exponentielle
que

fa(>\$ + (1 _ )\)y) — @ Inof(Az+(1—-X\)y) Aalnof(z)+(1—X)alnof(y))

€
)\ealnof(x) + (1 _ )\)e(xlnof(y) _ )\fa($) + (1 _ )\)fa(y)

NN

Solution 147. (énoncé) Soit x,y € R et A € [0,1]. Il faut penser au changement de variable ¢t =
s+ Az + (1 — \)y dans 'intégrale qui définit g,

Az+(1-N)y+1
g+ (1= Aw) = [ F(t)dt
Az+(1-N)y—1

= /_11 fs+ Az 4+ (1= Ny)ds

En remarquant que ’on peut écrire s = As + (1 — \)s, on peut utiliser la convexité de f, puis refaire le
changement de variable dans le sens opposé,

g+ (1— \y) <A/_lf(s+x)ds+(1—A)/_lf(s—s—x)ds

= Ag(x) + (1 = AN)g(y).

Solution 148. (énoncé) Par continuité et bijectivité de f, sa réciproque est strictement monotone. Si
f~! est strictement croissante, alors en composant ’inégalité de convexité de f, on déduit que f~! est
concave. En effet, si z,y € R et A € [0,1], alors

fOz 4+ (1= Ny) < Af(z)+ (1= XN f(z)
et donc en composant & gauche par f~1,
A+ (1 =Ny < FHOf (@) + (1= M) f(=),

et on conclut en appliquant cette inégalité plutot & f~1(z) et f~1(y) au lieu de z et y. En revanche, si
f~! est strictement décroissante, on en déduit qu’elle est convexe.
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Solution 149. (énoncé) En faisant un dessin, on se convainc rapidement que seules les fonctions linéaires
conviennent. Pour le montrer, remarquons que si f impaire et convexe, alors pour € R et A € [0, 1],

F(RA=1)z) = fAz + (1 = A)(=2)) S Af(2) + (1 = N f(=2) = 2A = 1) f ().

Autrement dit (en posant =2\ —1),si p € [-1,1] et € R, alors f(pz) < pf(x). Or, par imparité,
pour tout u € [—1,1] et € R, en appliquant I'inégalité précédente & —x, on établit que

flpz) = = f(=px) > —pf(—z) = pf(x),

si bien que f(uz) = pf(z), et de 1a on déduit que f est linéaire puisque pour A € R tel que || > 1 et
z € R,

) = 110,

> =

fl@) = f(
i.e. f(Ax) = Mf(x).

Solution 150. (énoncé) Pour s’inspirer, on peut faire un dessin et se souvenir de comment exprimer
l’aire d’un trapéze ayant deux angles droits.
Pour l'inégalité de gauche, utilisons le fait qu’une fonction convexe est minorée par ses tangentes. Dés

lors,
weltl /@3> 1 (*50) e- 50+ 1(50).

donc par croissance de l'intégrale, puis en appliquant le changement de variable y = z — “T“’,

1

b_a/abf(x)dx> bia/ab (f/(a-;b> (x—a;—b)—i—f(a;b))dx

a+b f(44) =R a+b
() L ()

On peut calculer directement ’intégrale, mais le changement de variable permet d’intégrer une fonction
impaire (d’intégrale nulle sur un tel intervalle), c’est plus habile.
Pour la seconde intégrale, on compare f & un de ses cordes,

f(0) = f(a)

b—a

Vz € [a,b], f(z) < (z —a) + f(a).

A nouveau, en intégrant cette inégalité, puis en effectuant le méme changement de variable que précé-
demment,

b . a b
/af(fl?)dl’>“f(bl))_fb()/(l(z—a)dx—l-(b—a)f(a)
:(bfa)f(a)JrW/i(wa;bfa)dy
— (b @)f(@) + (FB) ~ F@)(FE —a) = (b - )LD

Encore, le changement de variable sert uniquement & s’éviter un calcul. En général, quand on intégre
une fonction affine (ou méme polynomiale), il vaut toujours mieux essayer de se ramener & un intégrale
symétrique, tout ira mieux.

Solution 151. (énoncé) Il s’agit simplement d’utiliser la convexité de x — 2™ sur Rt avec le coefficient
A= 1
2
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Solution 152. (énoncé) On a un produit, donc on passe au logarithme. Ainsi, ceci revient & montrer

que
Zln(k) <nln (n—2|—1> .
k=1

On remarque qu’en multipliant par %, on fait apparaitre a gauche, donc en appliquant Jensen au loga-

rithme (qui est concave), on a
1 n+1
= In( k] =In
sErean (32 -n(45)

Solution 153. (énoncé) On a un produit, donc on passe au logarithme. Il s’agit d’abord de vérifier
qu’on peut le faire. Par multiplication matricielle, on a pour tout 1 < i < n,

yi =Y aijz; >0,
=1

carles a;;, j = 1,...,n ne sont pas tous nuls (leur somme est égale & 1) et les z; sont strictement positifs.
Ainsi, on est bien ramenés & montrer que

Zln(yi) > Z In(z;).
i=1 i=1

Or, par concavité du logarithme,

n n

Do) =D | >y | = ey = §:<§:%JQV:§:$T
i=1 i=1 j=1 im1 e

i=1 j=1

Solution 163. (énoncé) Tout d’abord, il est clair par récurrence que ’on a ’encadrement 1 < u,, < 2
pour tout n € N. On a donc

U, <14 2

+1 77 n4’

donc par encadrement, (u,), est convergente de limite 1. En ré-injectant, on obtient ainsi

1+ 0(1)
n

1<Un+1:1+
n

1
u, =1+ :1+E+dﬁ.

Solution 164. (énoncé) La suite (uy), est clairement croissante, or si elle convergeait vers une limite
¢ finie, on aurait £ = £ + e, ce qui est impossible, donc ¢ = +o00. On pose alors pour tout n € N,
v, = €%, de sorte que

+ 1
UTL-‘,—I =€ Un vn = Up€vn .

Cette suite est croissante et diverge vers +oco. On a
11 1 )
U"+1:U"(1++22+0( )):vn+1+2vn+o(”")'

On en déduit que v,11 — vy, —+> 1, donc d’aprés le théoréme de Césaro,
n—-+0o0

n—1

Uy — Vg = Z(vk_H — V) ~n.

k=0
Par conséquent, en reprenant le développement de (vy,), précédent,

1 1
Upg1 —Up — 1~ —
n+1 2n
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Par sommation des relation de comparaison,

Par conséquent,
1
Up =N+ 3 Inn + o(lnn).
On en déduit
1lnn

— — 1 — In _ Inn
unlnvnln(n+21nn+o(lnn)) lnn+ln<1+2 - +o( )) flnn+2 - +o(51).

Solution 165. (énoncé) On conclut & V'existence de la suite par le TVI strictement monotone. On
remarque ensuite tout d’abord que

in(uy) = sin(, — 207) = sin(z,) = — < 2=~ 0

sin(u,, ) = sin(z,, — 2n7) = sin(x,,) = o S oo
On en déduit que la suite (u, ), est convergente de limite nulle, par bijectivité et continuité du sinus sur
10, 7[. Ensuite,

in(uy,) 1 1 1 1 1 (14 0(1)) 1
sSm(uUy, ) = = - = o ~—
2nm +u,  2nm+o(l)  2nml4o(E)  2nm 2nm
donc u, ~ sinu, ~ ﬁ Enfin, on a d’une part
1 1 1 1
sin(u,) = = = (1—-——+0o(&)).
(un) 2nm + 271m + 0(7%) 2nm 1 + ﬁ + o(n%) 2nm ( An272 (”2))

D’autre part,

3 u'rgl 1 1 1
sin(uy,) = up — 5 + 0(?) = u, — pTm + o(ﬁ)
Finalement, on conclut que
1 1 1 1 5 .
Un = S it T Tenags T O) T gur T qgnans o)

Solution 166. (énoncé) Une simple étude de fonction nous donne existence de la suite (z,,),. Main-
tenant, on sait que pour tout n € N*, tanx,, = x,, donc il existe un entier k,, € Z tel que

Ty = kpm + arctan(zy,).

En outre, z,, > 0, donc z,, €]0,1[ et arctan(z,) €0, ;[. Or, z,, €nm, nm + %[, donc k,, = n. Ensuite, par
formule d’addition de la fonction tangente,

_ 1—e 2 tan] — tan(arctan(e”>""))

~ 1+e 21— tan7 tan(arctan(e=2%n))

T = tan(% — arctan(e”2")) €]0, Z[,

d’ou

Zn, —nw = arctan(x, ) = % — arctan(e”2*").

Puisque 2, ~ n, on a arctan(e=2"") ~ e~2" donc z, = nw + § + &5, avec &, = o(1). Dot

e—2xn — e—%—Qnﬂ'—an ~ e—%—2n7r.

On conclut
™ —Z —2nmw —2nm
xn:mﬂ—z—e ze +o(e ).
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Solution 167. (énoncé) La bijectivité se montre grace au TVI strictement monotone. Ensuite, on
remarque que pour tout = > 0,
z = f(W(x)) = W(a)e"®),

donc en passant au logarithme,
In(x) = In(W(x)) + W(x).
Par croissance comparée, on a W(x) = o(ln(W(z))), donc Inx ~ W (x). Ensuite, on a W(z) —

T ——+00 xr—+00
In(z) = —In(W(x)), or

In(W(z)) ( ln(x) In a:) o(1) + Inlnz

Inlnz Inlnz - Inlnz =1+o(l).
On a donc bien W(z) —In(z) = —In W (x) e Inlnz.
T—r+00

c—b

c_a/f—c_a( [

((b—a)M + (¢ — b)M) = M.

Solution 168. (énoncé) Notons M = max( f , fb ) Alors par relation de Chasles,

cC—a

Solution 169. (énoncé) On a I'idée de montrer que la fonction f2(f2 — 1) est d’intégrale nulle et est
donc elle-méme nulle, car positive. Pour cela, on remarque que X?(X —1)? = X4 —2X3 + X2, donc

/Olfz(fQ—l)=/01f4—2/01f3+/01f2=0-

Solution 170. (énoncé) Par définition de a et b, (f —a)(b— f) > 0, donc

Og/ol(f /f2 —a/f—ab

Par nullité de I'intégrale de f, on conclut bien a I'inégalité souhaitée.

Solution 171. (énoncé) Soit f € KerT,. Alors la fonction T, (f) est nulle sur R, donc sa dérivée f 'est
également, d’ou Ker T,, = {0}. Ensuite, il est clair par double inclusion que I'image de T}, est ’ensemble
des fonctions de classe €' sur R s’annulant en a.

Solution 172. (énoncé) On se souvient que sur RY, Inz < 1+ 2, donc

2z 2z
t t
[ ez [
. Int s 141

2x
1

Solution 173. (énoncé) On remarque tout d’abord que par croissance de la fonction tangente,

tan(1)

0.
n+1 no+oo

1
0< I, < / z" tan(l)dzr =
0

Ceci nous laisse en outre espérer trouver I, ~ tan(l)%. Pour montrer cela, on fait une intégration par

parties,
xn+l 1 1 an+1
I, = [n+1 tanxh —/0 n+1(tan2x+1)dx
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Or, comme précédemment,

$n+1 5 1xn+1 9 5 1 1
0< t 1)dx < t 1 1dz = (¢t 1 1)————mmm =o(—).
| et e < [t 0) 4 Do = () + 1) s = oly)
Pone tan(1) tan(1) tan(1)
an an an
ITL: 1 ~Y ~
n+1 Jro("H) n+1 n

Solution 174. (énoncé) Par deux intégrations par parties successives,

Loy 1 [t 1 [t gt
dt = + dt
o 1412 n+1[1+1t2], n+10 (14¢2)2

1 s 1t 2 L yynta "
dn+l) 2 (n+1)(n+3) {(1+t2)2]0+(n+1)(n+3)/0 1+ 27

1 1 2 boggnte &
“3maD) (n+1)(n+3)+(n+1)(n+3)/0 TESDE

En notant I,, le dernier terme de cette derniére égalité, montrons déja que I,, = o(#). Or,

L gt ! 1
/ —_dt< / tHde = — 0.
0 (1+t2>3 0 n+5 n—too

On a bien la domination recherchée. En outre,

- 1 11 1
2(n+1)  2(n+1)(n+3) 2n1+l 2wm21+24+ 35

Solution 175. (énoncé) On sent la somme de Riemann, pour la fonction h : z — f(z)g(x), mais ¢a ne
fonctionne pas tout a fait, car f (£) g (£t) = f (£) g (£ + 1). Cependant,

50 (2)LE () (2 ()

Or, g est uniformément continue, donc pour tout € > 0, il existe un rang N € N tel que pour tout n > N
et z €[0,1], [g(z) — g(z + )| < e. On en déduit que

2 (3)e(5) ()

Or, par convergence des sommes de Riemann, il existe un entier N’ > N tel que

<&l flloo-

1 — k
230 (Yo (5) - [ s <
donc finalement,
1 . k k+1 1
nk_1f<n)9< - >/o fHgt)dt] < (14 fllso)e,

et donc la suite converge vers fol fg.
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Solution 176. (énoncé) En utilisant Taylor-Young, on sait que pour k € N* fixé,

sm<k> = i+0+o(%)

n2 ) n—+oo n?2

On est donc tenté de dire que
~ [k [k . (n+1) ., 1 1 .
> sin <n2> => <nQ +o(na)> = o) =5+ 5 o)
k=1 k=1
Ce n’est pas du tout rigoureux ! Pour I’étre, on va plutot utiliser l'inégalité de Taylor-Lagrange (a ’ordre

2). Pour k € N* fixé,
.k k
) T2

On en déduit donc par inégalité triangulaire que
k n+1
n2 2n

~ . (kY _ n+1 o1 .
D sin (n) E g Tod) = St told).

1 1
< — g~ —
= 6n5zk 6n n—>+ooo

Ainsi,

Solution 177. (énoncé) D’aprés 'inégalité de Taylor-Lagrange, si on fixe t € [0, 1], pour =, h € R,

[fe( +h) = felz) = hfi(2)] < *H F lloolh?].

Donc en intégrant et par inégalité triangulaire,

e h) /ft dt\ |h\/ 12 et

Or, on calcule
2
fi(z) = te™ (cos(xt) + tsin(wt)),

puis
V(z) = 267" (— sin(xt) + ¢ cos(zt) + tcos(xt) + t*sin(wt)) = #2678 (12 — 1) sin(at) + 2t cos(xt)).
On a donc entre = et x + h,
£ 00 < t2e t? (Ul+1hD (42 4 2t — 1) < 2¢l*IFIR],

puisque t € [0, 1]. Finalement,

‘F(m-l—h)—

1
_/ f{(w)dt’ < 2|hfel*IHIAl,
h 0

et on conclut en faisant tendre h vers 0.

Solution 178. (énoncé) On aimerait utiliser des sommes de Riemann, mais on n’y est pas tout a fait.
En faisant un développement limité, on remarque que pour k € N* fixé,

Vit k= n? \/r_n ( ++O(1B)>—n +%+o(%)
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On utilise donc I'inégalité de Taylor-Lagrange pour étre précis, qui nous donne pour tout x € [0, 1],
1 2
Vite-1-—|<Z.
2x 8

On en déduit que

& [ 2km ", k. (2knm N |
;\/nél—i—ksm(n)—z:(n +27ﬂ)81n(n>’<287ﬁ5<8n4n—>_+>000'

k=1 k=1

2km
n

Or, on remarque en passant par I’exponentielle complexe que 22:1 sin ( ) = 0, donc en reconnaissant

une somme de Riemann,

u k 2km 1 -k 2k L

Z 2 . _ Z . .

k:1(n + W) Sin (n) = E % Sin (n> n~>—+>oo /0 5 Sln(2ﬂ't)dt

On calcule enfin
/0 tsin(27t)dt = . [t cos(2nt)], + e /0 cos(2nt)dt = i

On a donc trouveé —ﬁ comme limite.

Solution 179. (énoncé) Notons yg la solution de ’équation homogeéne et yo une solution particuliére.
Les solutions sont exactement les
)‘yH + Yo, AeR.

Le coefficient directeur de la tangente de xy d’une solution donnée par un A € R est
tx = Ay (20) + yo(zo),

donc si Yy (zo) # 0 et A # p € R, alors t,, # ty, donc toutes les tangentes sont concourantes. Inversement,
si ¥4y (zo) = 0, toutes les tangentes sont paralléles, car de méme coefficient directeur.

Solution 180. (énoncé) Remarquons tout d’abord qu’en posant w = z — g, on peut supposer b = 0 et
y = 0. Considérons la fonction f donnée par I’énoncé, en notant g : z +— exp(fow a(t)dt), on a

) = Do) ~w)alxo(@) _ w'lx) ~wlral) _

g(r)? g9(z)

Ainsi, f est décroissante, donc pour tout = > 0, f(x) < f(0), donc comme g(z) > 0,

w(z) < g(x)w(0)g(0)~" = 0.

Solution 181. (énoncé) Travaillons par analyse-synthése et considérons donc tout d’abord une telle
fonction f, que 'on suppose dans un premier temps dérivable. En dérivant par rapport a s, on obtient
Vs,t € R, tf'(st) = f(t) +tf'(s),
donc en évaluant en s = 1, on en déduit que f est solution de I’équation différentielle

ty'(t) — y(t) = tk,

ou l'on a posé k = f’(1). Cette équation n’est pas sous forme résolue, aussi on va la considérer pour
t € R et diviser par ¢, ce qui nous donne

(0 - () = .
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Les solutions de 1’équation homogéne sont exactement les ¢ +— At, Aa € R et en appliquant la méthode
de variation de la constante, on trouve qu’une solution particuliére est ¢ — ktInt. Il existe donc une
constante A € R telle que

YVt >0, f(t)=M+ktlnt.

On utilise ’équation fonctionnelle pour déterminer f sur R tout entier. Déja, en évaluant en s =t =1,
on trouve que f(1) = 2f(1), donc f(1) = 0 = A. En outre, en évaluant en s = 0,¢ = 2, on a f(0) = 2(0),
donc f(0) = 0 également. Enfin, dans les temps négatifs, on a pour s =,

VteR, f(t?) =2tf(t),

donc . )
vt <0, f(t)= Ef(tZ) = Eth In(t?) = ktIn|t|.

Montrons maintenant & posteriori que ’on n’a pas fait tout cela pour rien, c’est-a-dire que f est bien

dérivable. En notant F' la primitive de f qui vaut 0 en 0, par le changement de variables u = %,

Vs,t e R, F(st)= /St f(z)dx
0

= /t sf(su)du
0
2

L, ! _ 2 sf(s) o
_/0 sf(u)du—I—/O suf(s)du = s“F(t) + f()Q

Alors pour t =1,
1
Vs >0, f(s)=2(=F(s)—sF(1)),
s
ce qui montre que f est dérivable sur Ry *, ce qui suffit pour appliquer ce que ’on a fait précédemment !
Réciproquement, on vérifie que les fonctions de la forme ¢ — ktln |¢| conviennent.

Solution 182. (énoncé) D’abord, on remarque que ’équation n’est pas sous forme résolue, il va donc
faloir diviser par t et donc I’é¢tudier sur R% et sur R* , avant d’é¢tudier le raccordement en 0. Travaillons
par analyse-synthése et considérons f une solution de ’équation différentielle. Considérons d’abord sur
R I'équation différentielle

sint

)+l = -

Les solutions de I’équation homogéne sont exactement les ¢ — )\%, A € R. Par la variation de la constante,
on trouve qu’une solution particuliére est donnée par t %St Il existe donc une constante A € R telle
que

A t
VE>0, f(t)= #
De méme, il existe une constante iz € R telle que
t
Vi<0, f(t)= “*%

Or, d’une part, on a f(0) = —sin(0) = 0 et d’autre part, f est continue en 0, donc
li t) =l t)=0.
[, f0) = lim 1)

Un simple développement limité en 0 & l'ordre 1 nous indique que nécessairement, A = p = —1. On a
donc trouvé que f était donnée par

cost—1 site R*7

vieR, f(t):{o " odi—o

Réciproquement, cette fonction est bien solution, en montrant qu’elle est bien dérivable en 0 par un
développement limité.
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Solution 183. (énoncé) En appliquant la méthode de variation de la constante, on sait que les solutions
de 'équation différentielle ¥’ + a(x)y = b(x) sont exactement les

x> Ae™A@) 4 =A@ / lb(t)|eA®dt, X eR,
0
ou A est la primitive de @ vallant 0 en 0. Si y est la solution donnée par A € R, alors puisque A(x) > z,
Ve >0, |y(@)| < |Ae™® +/ |b(t)]eA =A@z,
0

Or, comme a > 1,

Donc .
(@) < I\ + / b()le~ @D,
0

Maintenant, comme lir}rl b(z) = 0, pour tout € > 0, il existe un réel zy > 0 tel que pour tout ¢ > x,
T—r+00

|b(t)] < e. On a donc

T

o
Yoz @ <P+ [ ol Ode [ et
0 X

0

xo
< |)\|e_’”+e"”/ b(t)|etdt = K + (1 — em07).
0

Enfin, il existe un réel 21 > xg tel que pour tout z > z1, e™* < ¢ et donc
Ve z i, yo)] <e (A + K +1),
ce qui permet de conclure.

Solution 184. (énoncé) Suposons que y soit solution de (E). On calcule les dérivées de z,

1

AV () = = VD) + oy (VD)

Vit > g J(t) =

Or, en évaluant (E) en v/, on a
VY (VE) =y (VE) + 43 2(t) = 0,

ce qui se ré-écrit, en multipliant par %tfz,

On a donc

En faisant la synthése, on en déduit que le probléme (E) est équivalent au probléme de Cauchy

{z”(t) +2(t) =0,
y(5),v'(5) = (1, 55)-

La solution est z : t = — 5 cost + sint et donc la solution de (E) est donnée par y : ¢ — — 5= cos(t?) +
sin(t?).

NI
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Solution 238. (énoncé) Le polynéme R (%) est non constant, car H)—(% prend une infinité de

valeurs et R est non constant. Donc puisque c’ets un polynoéme, on a

Ceci montre bien que 1 est un pole de R.

Solution 239. (énoncé) La linéarité repose essentiellement sur l'unicité de la division euclidienne. Le
noyau est Ker f = BK[X], par le lemme de Gauss. L’image est Im f = K,,_;[X], l'inclusion réciproque
se montre en utilisant une relation de Bézout enter A et B.

Solution 240. (énoncé) Soit P € R[X] un tel polynome. Par hypothése, il existe un réel A tel que
pour tout k = 2,3,4, on a P(k) = A. Par conséquent, le polynéme P(X) — A a pour racines 2,3 et 4 et
puisqu’il est unitaire de degré 3, on en déduit que

P(X) = A+ (X — 2)(X — 3)(X — 4).

Or, P(1) = 0 par hypothése, donc A = —(1 —2)(1 —3)(1 —4) =6.
Réciproquement, le polynéme 6 + (X — 2)(X — 3)(X — 4) vérifie bien les hypothéses.

Solution 241. (énoncé) D’aprés la décomposition en éléments simples,

zE(C,nEN*}).

P e K[X] irréductible sur K, deg Q(X) < deg P(X),n € N*}) .

C(X) = C[X] @ Vect ({(Xiz)n

En général,

Q(X)
P(X)"

K(X) = K[X] & Vect ({

Solution 242. (énoncé) La décomposition en éléments simples est

1 1 3
1 ~i 1 3 —i
=+ + + .
XX-D(X-22 X "X-1'"(Xx-22" " X_2
En multipliant par X (X — 1)(X — 2)?, on obtient
1 1 3
17—ZP+Q+ <2—4(X—2))R,

donc U = f%, V=1letW= f%X + 2 conviennent.

2im

Solution 243. (énoncé) Notons Q(X) = (X — 1)(X™ — 1) et w = e™» . On a la décomposition en
éléments simples

n—1
ar a b

Tout d’abord, pour les poles simples,

Vi<k<n—1, ap= - = ! _
ST T Qar) T (WF = Dnw kT nwk—1)

X -1 1 =
GX) = (X = 1PF(X) = o = oy =X =)+ b+ (X — 1) h
k=0
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Donc b= G(1) = L et a = G'(1). Or,
n—1 . yk—1
G/(X) = — k=t P
n—1
G50

donc a = G'(1) = _nn=1) _ n-1

2n2 2n

Solution 244. (énoncé) On va chercher a écrire R(X) sous la forme P(X)/Q(X), avec Q(X) =
[Tho; (X —wg) = X" —1et deg P < n—1, car on dispose d’une décomposition en éléments simples. On

remarque que
n

Q(X)=nXx""" =Y T](X —wn),
k=1 j#k

1

donce Q'(wg) = nwp ™! = nw; ' = [1;4(wk — w;). Donc en évaluant (X — wx)R(X) en wy, on obtient

wi P(wg) _ Pwr)
n Hj;ék(wk —wj) Q' (wk)

On en déduit que P(wy) = wy, et donc P(X) = X, car degP <n — 1.

1
= —wi P .
nwk (wk)

Solution 245. (énoncé) On considére la décomposition en éléments simples de P(lX)’

1 - ag
P(X) 2 X -
k=1

ar = lim L_:Ek—lim e = 1
kT i P(x) = P(x) — P(xg) N P'(xy)’

d’ou
1 z”: 1
PX) ~ & (X —an)P/(wn)
En évaluant en 0, puisque 0 n’est pas une racine de P, on obtient

n

1 1
1165:__§:1%PT$U'

k=1

D’autre part, en regardant les fonctions rationnelles associées, en multipliant par = en faisant tendre x
vers +o00, on obtient

T - 1 T i 1
0= lim — = lim = _—
z—+oo P(x) kz::l P'(xy) a—+o00 (x — xp) ; P'(xy)

Solution 276. (énoncé) La linéarité repose essentiellement sur 'unicité de la division euclidienne. Le
noyau est Ker f = BK[X], par le lemme de Gauss. L’image est Im f = K,,_1[X], I'inclusion réciproque
se montre en utilisant une relation de Bézout enter A et B.

Solution 277. (énoncé) L’image de (1,X,..., X™) par f est échelonnée en degré, ce qui montre la
surjectivité et donc la bijectivité, f étant un endomorphisme. Ensuite, on remarque que si P € R, [X],
alors P(™*1) est nul et donc

n n

p=p—_ prtl) — Z(P(k) _ p(k+1)) - if(p(k)) - f(Z p(k))_
k=0

k=0 k=0
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Solution 278. (énoncé) On trouve tout d’abord pour p > 2, f(X?) = (X +1)? — (X —1)? — 2X? =
XP=2 4+ . et f(1) = 0 = f(X). Ceci nous donne directement Ker f = K;[X] et Imf = K, _5[X] par
le théoréme du rang et des arguments de dimensions. Enfin, un supplémentaire de K;[X] dans E est
X?K,,_2[X], ce qui permet de conclure & la derniére affirmation.

Solution 279. (énoncé) L’application proposée en indication est clairement linéaire, car 1’évaluation de
fonctions l'est. Elle est surjective sur R**1, il est facile d’exhiber une fonction de F d’image n’importe
quel n + l-uplet de réel. Elle est en outre injective, puisque qu’une fonction de F qui serait nulle en
chacun des x; est nécessairement nulle. Donc dim F = n + 1.

Solution 280. (énoncé) Si dim(FE) < 2, tous les endomorphismes fonctionnent. Supposons donc dim £ >
2 et, considérons un tel endomorphisme f.
Soit x € E tel que (u,x) est libre. Par hypothése, il existe donc d’uniques scalaires «,, 8, € K tel que

Ainsi, on a pour tout A € K,
FOr) = arpu + Bz = Af(x) = Aagu + Bz,

donc par unicité, ax, = Aoy et By = B,- Maintenant, si z,y € E et (z,y,u) est libre, on trouve de
méme Qziy = 0z + @y €t fypy = By = By. On notera donc dorénavant 8 = f,.
Enfin, si (u,z) est libre, alors (u,u + z) est également libre, donc

flx+u) = apruu+ B+ u) = azu+ Bz + f(u).
Finalement, ceci montre que (f(u), ) est liée, ce qui permet de conclure que f est de la forme
Ve e E, f(x) = a(x)u+ Pu,
avec o € E* et § € K et réciproquement, une telle application convient.

Solution 281. (énoncé) Si f admet un point fixe non-nul, alors f ne peut étre nioptent. Donc Idg — f
est injectif et donc bijectif. Pour trouver sa réciproque, on s’inspire heuristiquement de l’expression
% =14xz+ ---+2"+ ... et puisque f est nilpotent d’indice au plus n = dim F, on vérifie que

1
Idg +f +---+ f™ est bien la réciproque cherchée.

Solution 282. (énoncé) Il est clair que f(Gy1 ® G2) = f(G1) + f(G2) par linéarité. Par injectivité, on
vérifie que f(G1) N f(G2) = {0}, ce qui montre que la somme des images est directe.

Sans injectivité, la projection sur G; parallelement & G, avec £ = F donne par exemple un contre-
exemple.

Solution 283. (énoncé) On arg f+rgg > rg(g + f), donc puisque f + g est surjectif, rg f +rgg > n.
Ensuite, on a Im f C Ker g et donc par le théoréme du rang appliqué a g,

rgg+rg f <rgg+dimKerg=n.

Solution 284. (énoncé) Considérons P € K[X] un tel polynome, que 'on écrit donc P = X@Q, avec
Q € K[X] tel que Q(0) # 0. D’aprés le théoréme du rang, il nous suffit de montrer que Im fNKer f = {0}.
Soit donc z un vecteur de cette intersection. Puisque z € Im f, on a Q(f)(x) = 0. En outre, comme
x € Ker f, on a Q(f)(x) = Az, ot A € K est le coefficient constant (non-nul) de Q. De ceci on déduit
que z = 0.

Solution 285. (énoncé) Soit 1 < i < k. D’aprés le théoréme du rang appliqué a f;, on sait que
dim E; = rg f; + dim Ker f; = rg f; + rg fi_1. Donc, puisque rg fo = 0 = rg f,

k

k
Z(_l)idimEi - Z(_l)i(fgfi +1g fi1) =

i=1

(=D'rg fi — (=1 'rg(fic1)) = (-1)Frg fr = 0.

1

k
i=
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Solution 286. (énoncé) Si f,g € G, alors f et g induisent des automorphismes de I. De cela on déduit
que I UIm(g o f). De plus, il est clair que que K C Ker(g o f) et par égalité dimensions et le théoréme
du rang, on déduit que go f € G. Donc (G, o) est un magma associatif.

L’élément neutre de G est I’application nulle sur K et égale & l'identité sur I. L’inverse de f € G est
Papplication nulle sur K et égale & (fu)*1 sur I.

Solution 287. (énoncé) Commencons par supposer le terme de droite de 1’équivalence. De ’égalité
f?2 =0, on déduit Im f C Ker f. Maintenant, si « € Ker f,

z=fog(x)+gof(z)=flg(x)) €lmf,

d’ot1 Iégalité Ker f = Im f.

Maintenant, supposons Ker f = Im f. Il est clair que f2 = 0. Considérons F un supplémentaire de
Ker f = Im f, de sorte que f induit un isomorphisme de F' dans Im f. Soit alors g € Z(FE) ’endomor-
phisme défini par g 1, 5 = (f|F)*1 et gjp = f|r, par exemple. Pour z = y+ 2z € F@®Im f = E, on vérifie
bien

fog(x)+gof(z)=/fogly)+gof(y)+fog(z)+gof(2)
=Py +y+z+9(0) =z

Solution 288. (énonceé)

1) L’affirmation de l'indication se vérfie directement puisque G C F @ S. Considérons donc ’application
qui & x € G associe f(z) I'unique vetceur de F' tel que z + f(x) € S. Par l'unicité du vecteur f(z),
on vérifie la linéarité de f : G — F. Par construction, on a Vy C S. En outre, S C F' @ G, donc il est
clair que S C V.

2) 1l suffit de montrer que tout supplémentaire de F' est isomorphe & G = V4. Soit donc f € Z(G, F),

et
. G —>Vf
LR P — x4+ f(z)

L’application ¢ est linéaire car f ’est. Elle est injective, puisque si x € Kerp,onaz =0, F et G
étant en somme directe (et f(z) € F'). Elle est également surjective par définition de V.

Solution 289. (énonceé)

1) Astro-classique. Pour tout z € E, il existe A\, € F tel que f(z) = A\yz. Si z,y € F sont deux vecteurs
indépendants, alors

f@+y) = Aopy(@+y) = flz) + fy) = Xz + Ay,
donc par liberté de (x,y), on a Ay4y = A\, = A;. Maintenant, si 4 € E, alors

f(px) = Mpgpz = pf (x) = Aapiz,

d’ott A,z = Az. Donc f est bien une homothétie, puisque A, ne dépend pas de z.

2) On procéde par récurrence sur k. L’initialisation est faite en question 1), donc donnons-nous 2 < k <

n — 1 et supposons avoir montré que si f stabilise les sous-espaces de dimension k£ — 1, alors f est une
homothétie.
Soit F' un espace de dimension £ — 1 < n — 2 et soit G un supplémentaire de F. On a dimG > 2,
donc on peut se donner deux vecteurs indépendants eq,es € G. Alors Fy = F & Keq et Iy = F ®Kes
sont, de dimension k et sont donc stabilisés par f. On en déduit donc que f stabilise F1 N Fy = F, ce
qui permet de conclure que f est une homothétie.

Solution 290. (énoncé) Notons Fy, = Im(fxq1 0+ 0 f,). Puisque fr commute avec fri1,..., fn, il
stabilise bien Fy. Ainsi, fjp, est un endomorphisme nilpotent de Fj. En particulier, si Fy # 0, cet
endomorphisme n’est pas bijectif et donc dim(Fy 1) = dim(Im fy 5, ) < dim(Fy). Sipour 1 <k <n—1,
I’'un des F}, est nul, c’ets direct, sinon on conclut par récurrence que dim F,, = 0 et donc fyo0---0 f;,, = 0.
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Solution 291. (énoncé) Une forme linéaire est injective si et seulement si son noyau est réduit a {0}.
Or, le noyau d’une forme linéaire est un hyperplan, donc une forme linéaire est injective si et seulement
si E est de dimension 1 (et donc un hyperplan de dimension nulle).

Solution 292. (énoncé) On suppose avoir une combinaison linéaire de la famille (¢x)o<r<n égale & 0 et
en évaluant cette combinaison linéaire en les polynomes de Lagrange associés aux ag, . . ., an, on conclut
que la famille est libre. On en déduit que c’est une base par un argument de dimension.

Solution 293. (énoncé) Remarquons tout d’abord que Ker f = (i_; Ker ¢x.

Supposons tout d’abord que la famille est libre. Alors on peut en la compléter en une base (¢1,...,¢n)
de E*. Dés lors, on considére g € Z(E,K") lapplication construite de la méme maniére que f mais
cette fois-ci & partir de la famille (¢1,...,¢,). Il est alors clair que si g est surjective, alors f 'est. Par
égalités de dimensions, on est ramenés & montrer que g est injective. Supposons par ’absurde que g est
non injective. Alors il existe un vecteur z € Ker g = [, _, Ker ¢, non nul. Or puisque tout forme linéaire

est combinaison linéaires des @1, ..., vn,, il en résulte que toute forme linéaire s’annule en x, ce qui est
impossible (il est facile de construire un contre exemple). Par conséquent, g est injective et donc f est
surjective.

Réciproquement, supposons f surjective. Alors si pour 1 < k < n on note ¢ le k-iéme vecteur de la
base canonique de KP. Par hypotheése, il existe un vecteur j, € E tel que f(xg) = eg. Il est alors aisé de
montrer que la famille des (¢1, ..., p,) est libre, en évaluant les combinaison linéaires en chaque zy.

Solution 294. (énoncé) Tour d’abord, on voit que si P = 212!;0 apX* € E, alors

2n 2n
FP)=X"">"ap X" =) a5, X" € E
k=0 k=0

et il est clair que f est linéaire. C’est donc un endomorphisme. En outre, on constate que pour tout

PeFE, ona
1

X2n
donc f est bel et bien une symétrie. Cherchons les éléments Ker(f —Idg). En passant par les coefficients,
on a (on conclut par identification des coefficients)

2n 2n
Ez:ak)(k:: }E:agnk)(k}
k=0 k=0

2n

Z(ak —agn_p) X" = 0} = Vect({ X" 4+ X?"7F|0 < k < n}U{X"}).
k=0

FP) = f(X*"P(5)) = X*" - £ PX) = P,

2n
Ker(f —Idg) = {Zaka €E
k=0

2n
- {Zaka €E
k=0

De la méme maniére,

Ker(f —Idg) = Vect({X* — X?" %0 < k < n}).

Solution 295. (énoncé) La linéarité repose essentiellement sur 'unicité de la division euclidienne. Il
est clair que f? = f. Le noyau est Ker f = BK[X]. L’image est Im f = K,,_1[X].

Solution 296. (énoncé) En utilisant le fait que u™ = Idg, on calcule tout d’abord
1 n
k n+l1—k
ou=— g u“opou
q n £ p

1 1<
=—uopou"+ — E 1ﬁ7op<)u"+1_k
n n
k=2
1 1 n—1
::47Un+l(3p()un<+‘7 E uk+4'0170 unfk =wuogq.
n n/kfl
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Ensuite, puisque V = Im(p), et que V est stabilisé par u, il est clair que Im(g) C V. Alors, puisque u et
q commutent, pour tout 1 < kn,

wFopour*og=uFopogounrF

:ukoqounfk:qoun:q'

En sommant, il est ainsi clair que go ¢ = g.

Solution 297. (énoncé) Tout d’abord, il est clair que T est un endomorphisme, les images vérifient bien
la relation de récurrence définissant F'. On résout ensuite I’équation linéaire d’ordre deux. Le polynoéme
caractéristique de I’équation de récurrence est X2 — X — 1= (X — o, )(X —¢_), ou

1+5 1-5
— 2 et @7: 2 .

P+

Ainsi, on a
F= VeCt((¢1)7z€Nv (@E)neN),
et on a bien exhibé une base B = ((¢} )nen, (¢" )nen) de F. Alors on a

T((¢})nen) = @4 (P )nen et T((¢2)nen) = @ (2 )nen,

et donc dans la base B, la matrice de T est donnée par
(<P+ ) '
Vo

Solution 299. (énoncé) Déja, f est bien définie, puisque X divise P — P(0) pour tout polynome P.
Ensuite, pour tout k € {0,...,n}, f(P¥) = X* — X*~1 donc si on note B la base canonique de E,

1 -1

Matg(f) =

Or, pour tout £k =0,...,n, on remarque que

k k k

XE=SXT- X 41 =0 () + £(1) = F(Y X,

i=1 i=1 i=1

On en déduit donc que
k
=3 x
i=1

et donc
1 .-+ 1

Matg(f~') =

Solution 300. (énoncé) Déja, on remarque que si M est inversible, alors Ljy; est également, d’inverse
Ly-1 et est donc de rang n?.

Maintenant, en notant r = rg(M) on peut écrire M = PJ,.Q, avec P,Q € GL,(K) et J,. = diag(I,,0,—,)
le représentant usuel des matrices de rang = pour la relation d’équivalence. Alors Ly; = Lpo Ly, o Lg,

donc rg(Lys) = rg(Ly,). Or, si Pon considére A € M, (K), que lon écrit par blocs A = (Z Z), avec

a € M (K),de M,_,(K), on a
a 0
L= (4 7).
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d’ot 'on déduit que rg(M) =rg(L,,.) =

Solution 301. (énoncé) Soit f l’endomorphisme de E = K" tel que la matrice de f dans la base
canonique de E est M. Alors f? = f, donc f est un projecteur. Ainsi, si f est une projection de E sur
F parallélement & G, on peut se donner B une base adaptée a la décomposition £ = F @ G. Dans cette
base,

MatB(f) - diag(Im 071—’!‘)7
ou r =rg(M) et donc Tr(M) =r € N.

Solution 302. (énoncé) D’apreés la définition de f,, les colonnes de P, comportent un unique coefficient
non nul, qui est égal & 1. On a en fait

folej) = eatyy = X Biaipei
i=1
On en déduit que P, = (0; 4(;))1<i,j<n- Par conséquent,
Tr(Py) = 60 = Card ({1 <i <n|o(i) =i}),
i=1
et donc Tr(P,) vaut le nombre de points fixes de o. Ensuite, par la formule explicite du déterminant,
n n
det( Z H w’( ) = Z 5(7-) H(Siaor(i)-
T€6, =1 TES, i=1

Or, 7# 07! € &,, il existe 1 < i < n tel que oo 7(i) # i, donc d;50-(;) = 0 et donc

det( _1 H(Sn _5

Solution 303. (énoncé) Regardons I’action de J sur un vecteur colonne X = (z1,...,z,)7 € C*. On a
T2
JX =
Ln
X1

Donc si X est un vecteur propre de J, de valeur propre A, on a

X2 Ha]
P— )\ ,
Tn, Tn—1
I In
donc zo = Az, x5 = Axa = X235, ..., ©p = A" lxy et 21 = A\"z;. Ainsi, A € U, et on peut fixer z; = 1.
1
Par conséquent, si w € U,, en notant X, = w- |,ona
wn—l
w
JX, = = wX,
w
1
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Les (Xu)weu, forment donc une famille de vecteur propres de J, chacun associés & une valeur propre
distincte, donc c’est une base (on peut aussi voir que la matrice formée par ces vecteurs est une matrice
de Vandermonde inversible). Ainsi, f est diagonalisable.

Solution 304. (énoncé) Soit A € M, (K) supposée diagonalisable sur K. Par définition, il existe
A, .., A\ € Ket P e GL,(K) tel que

A = P~ ldiag(A1, ..., \,)P.
Or, on remarque que pour tout k € N,
AF = P~ldiag(\; ..., )P = P~ ldiag( Ay, ..., A5 P.
On en déduit donc que si @ € K[X], on a

Q(A) = P_ldiag(Q()‘l)a LR Q()‘n))P

Donc si on note pq, ..., uq les éléments distincts de {Aq,..., A} et @ = (X — p1) -+ (X — pyp), on a
Q(A) =0 et Q est scindé a racines simples sur K.

Solution 305. (énonceé)
1) 1 suffit de considérer z = ey, puisqu’alors f(z) = es, f2(z) = e3, ..., f* () = e, et donc
(@, f(x),..., ")) = (e1,...,en).

2) Soit B une matrice qui commute avec A et g 'endomorphisme de F dont la matrice dans la base
canonique est B. Pour tout i =1,...,n,

gle:) = g(f (@) = [ ogla).

Notons g(z) = Y1, pse; la décomposition de g(z) dans la base canonique. On en déduit que si
y=> 1, N\ié;ona

g(y) = Z Aig(ei) = Z Aif Tlog(x)

=D Al )
i=1 =1
Y A

1<i<n
= > N e)

1<i,j<n

= Zujfj’l(y) = P(f)(y),

ou P =" u; X7~ Ainsi, g = P(f) et donc B = P(A) € K[A]. Réciproquement, il est clair que
tout polynéome en A commute avec A.

Solution 306. (énoncé) La premiére partie est classique, ce sont les homothéties. En effet, si f est une
telle application, alors pour tout = € E, il existe A, € K tel que f(x) = A\ z. Montrons que si z,y € F,
alors Ay = Mgty = Ay Silafamille (z,y) est libre, alors f(z+y) = A\pry(@+y) = f(2)+ f(y) = Aaz+Ayy,
donc en identifiant, on a A, = Ay. En revanche, si la famille est liée, disons y = pzx pour u € K, alors
fly) = A\ypz = pf(z) = pryz, donc Ay = A,. Finalement, f = A1dg.

Montrons maintenant la seconde partie par récurrence. Si n = 1, il n’y a rien & démontrer. Si maintenant
n > 2 et que lon suppose que toute matrice de M,,_1(K) de trace nulle est semblable & une matrice
de diagonale nulle. Soit donc A € M, (K) de trace nulle, que ’on suppose non nulle, le résultat étant
trvivialement vérifié dans ce cas. Alors A n’est pas une homothétie, car de trace non nulle, donc il existe
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un vecteur x € E non nul tel que la famille (z, Az) est libre. On note donc e, e} les deux vecteurs de
cette famille, que ’on compléte en une base B’ = (e}, ..., e!,) de K". Alors si P est la matrice de passage

rn
de la base canonique B & B’, on peut écrire

0
1
plap= |0
0
avec donc A’ € M,,_1(K) de trace nulle. Par hypothése de récurrence, il existe @ € GL,_1(K) telle que

~1A'Q est de diagonale nulle. Ainsi, si I’on note P’ = diag(1, Q), la matrice P’~' P~1 AP P’ permet de
Q g ; g(1,Q), P
conclure, car elle vaut

(PP)"'APP' = "
QflA/Q
*

Solution 307. (énoncé) On calcule sin(a; + a;) = sin(a;) cos(a;) + sin(a;) cos(a;). Ainsi, s’il existe
i1 # ig tel que a;, = a;, mod (27), alors les lignes i; et 2 sont proportionnelles. Sinon, on suppose que
tous les a; sont distincts modulo 2. On en déduit que les trois premiéres lignes sont liées, il suffit de
trouver deux scalaires A\, u € R tels que pour tout 1 < j < n,

(Asin(aq) + psin(asz)) cos(a;) + (Acos(ar) + pcos(az)) sin(a;) = sin(as) cos(a;) + cos(as) sin(a;),
ce qui est assuré puisque la matrice

(sin(al) sin(a2)>

cos(ay) cos(az)

est alors inversible.

Solution 308. (énoncé) Ecrivons la matrice in extenso,

a, a ay - a1

ap Qa2 a2 --- Qa2

A= |a@ a2 a3 -+ a3

ay az as -+ QAp
On effectue successivement les opérations L,, — L,, — Ly _1, Ly,_1 < Lpy_1—Ly_9, ..., Lo < Lo— L1, ce
qui donne une matrice de diagonale a1, as —as, ..., a, —a,—1, et donc det A = aq1(a1 —az) -+ (ap—an-1).

Solution 309. (énoncé) Soit f ’endomorphisme de E = K™ dont la matrice dans la base canonique est
A. Alors Ker f est de dimension n — 1, dont on se donne (eq, ..., e,—1) que 'on compléte par un vecteur
e, en une base C de E. Alors

0 ... 0 =«
Matc(f): e k= B,
0 ... 0 X

pour un certain A € K, et il existe P € GL,,(K) tel que B = P~1AP. Donc

det(I,, + A) = det(PP~ (I, + A) PP~ ') =det(l, + B) =1+ A=1+Tr A.
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Solution 310. (énoncé) En notant » = rg A, on est assurés de lexistence de P,Q € GL,,(K) telles que
A= PJ.Q, ou J,. = diag(I,0,_,). Alors pour tout X € M, (K),

det(A + X) = det(PJ,.Q + X) = det(P) det(Q) det(J, + P7*XQ ') = det(X).

donc en posant Y = P71XQ7! on a det(J. +Y) = det(Y) et puisque X — P71XQ! est un
automorphisme de M, (K), ceci est vrai pour tout Y € M,(K). En particulier, ceci est vrai pour
Y = diag(—I,,I,—r), et on a d’une part det(Y) = (—1)" # 0 et det(J. +Y) = 0 si » > 0. Donc
nécessairement, » = 0, ce qui revient & dire que A = 0. La réciproque est trivialement vérifiée.

Solution 311. (énoncé¢) Montrons le résultat par récurrence sur n. Le résultat est trivial pour n = 1.
En suite, soit n € N* fixé et supposons le résultat démontré pour toute matrice de taille n € N*. Soit
donc A € M,,+1(K) telle que pour tout 1, Z;Lill la;;| < 1. Alors en développant par rapport & une ligne
i quelconque, on a

n+1 n+1 nl+
[det Al = > (=)™ a; Ay (A)| <D lag] - 1A5(A)] <D lag| < 1,
j=1 j=1 j=1

car par hypothése de récurrence, |A;;(A)| < 1. Ceci conclut la démonstration par récurrence.

Solution 312. (énoncé) Supposons que le cardinal de A = {x;,...,2,} est < p. On va généraliser le
principe des tiroirs. Pour toute valeur k € A, notons

Ik:{ie {1,...,n}|xi=k.
Alors si pour tout k € A, on suppose que |I| < p, alors
P’ <n=>_ || <plA =p?
keA

ce qui est absurde.

Solution 313. (énoncé) On a

{ke[Lp"] | kAP # 1} = {k € [1,p"] | p|k}
={ple[1,p"] |1 € N}

Or,sis €N, 1<pl <p"siet seulement si 1 <1 < p” L. On en déduit donc que

@(n) =p" — Card({k € [1,p"] | kAp* #1})=p" —p" ' =(p—1)p" "

Solution 314. (énoncé) Il y a en tout n3"~*! tels couples. Pour le voir, il faut d’abord choisir I’élément
e € F qui sera dans l'intersection de X et Y (n possibilités), puis choisir pour chaque élément de E'\ {e}
si ce sera un élément de X \ {e}, de Y \ {e} ou de E\ (X UY), puisque

E=X\{ehu ¥\ {eh)U(E\(XUY)).

Solution 315. (énoncé) Tout d’abord, si k > n, il n’y a pas de partie de diamétre égal a k. Ensuite, si
k = 0, alignlors toute partie de diamétre 0 est un singleton, il y en a exactement n.

Supposons donc k € {1,...,n — 1}. Pour construire une partie A de diamétre k, il faut d’abord choisir
son minimum. On doit avoir max A = k + min A et donc min A + k < n. On a donc n — k choix pour
min A, ce qui fixe max A. Alors, A\ {min A, max A} est une partie de {min A+1,...,max A —1}, qui a
k — 1 éléments, ce qui laisse donc 25~ choix.

Finalement, on a (n — k)28~1 parties de diamétre k fixé dans {1,...,n — 1}.
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Solution 316. (énoncé) Soit X C [1,n + 2] lacunaire.
— Si X contient n + 2, alors Y = X \ {n + 2} est une partie lacunaire de [1,n] ou est vide, ce qui
donne L, + 1 parties.
— Si X ne contient pas n + 2, alors X est une partie lacunaire de [1,n + 1], ce qui donne L,

parties.
On conclut que Ly, 42 = Ly+1 + Ly, + 1. On peut aller plus loin en remarquant que si w,, = L, + 1, alors
Upt2 = Upt1 + Un. Or, ugp = 1 et u; = 2, donc si I'on note (F,), la suite de Fibonacci, on a u, = Fj 4o
et donc

+2 +2
L= Fy+2—1=— 1+V5)" (Lo n -1
neon V5 2 2 '

Solution 317. (énoncé) Notons B, le pendant de A,, avec cette fois la condition a1b; + -+ a,b, =0
mod 2. Ainsi, on a |A,| + |Bn| = 22". On va chercher une relation de récurrence. On remarque d’une

part que si
a’l ... an
(0 w)ea

a1 s Ul
<b1 bn+1> € An
si et seulement si a,+1 = 0 ou b,41 = 0, ce qui laisse donc 3 choix pour le couple (an+1,bn+1) (il faut
exclure (1,1)). D’autre part, si
al ... an
(o )en,

al P a’l’LJrl A
<b1 bn+1> < Lnt
si et seulement si a,+1 = 1 et b,41 = 1, ce qui laisse donc un seul choix pour le couple (ap+1,bn+1). On
en déduit donc que

alors pour a,y1,b,41 € {0,1},

alors pour an41,bn+1 € {0,1},

|[Ans1] = 3[An| + [Bn| = (3= 1)|An| + 2" = 2[An| +4™.
De méme, on obtient |Bj, 1| = |A| + 3|B,| = 2|B,| + 4™ et par conséquent,
|Bnt1l| = [Ant1] = 2(|Bn| — [An]).

De ceci, on déduit que |B,| — |A,| = 2", puisque |B;| — |A1] = 2. Dés lors, en se rappelant que
|Byn| + |Ay| = 4", on conclut que |A,| = £(4" —2") = 2"~1(2" — 1).

En fait, une fois que ’'on a obtenu, on se doute qu’il existe une maniére plus directe de dénombrer la
situation. Elle est cependant assez astucieuse. Pour cela, il faut d’abord remarquer que ’on a exactement
2™ —1 choix pour le n-uplet (a1, ..., ay,) puisque seul le n-uplet nulle est impossible. Ensuite, il y a autant
de valeurs du n-uplet (by,...,b,) telles que la somme a;b; + --- + a,b,. En effet, il y a une bijection
entre les n-uplets donnant une somme paire et ceux donnant une somme impaire. Pour le voir, on fixe
un indice 7 tel que a; = 1. Alors on considére lapplication qui & n-uplet (by,...,b,) donnant une somme
impaire associe le méme n-uplet, ou seule la valeur de b; est changée, qui est bien bijective. Ceci permet
de conclure que pour un n-uplet (ay,...,a,) fixé, on a exactement 2"/2 = 2"~1 choix pour le n-uplet
(b1,...,byn). On a bien la formule attendue.

Solution 318. (énoncé) Suivant I'indication, dénombrons F' de deux maniéres différentes. C’est 1'occa-
sion de le faire de maniére vraiment formelle.
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Tout d’abord,

p

F=|] || {4 B eP(E)?|ANB=2,|AUB|=p}
k=0 AcP(E),|A|=k
P

= U L] {(4,B)},

k=0 A€P(E),|A|=k BEP(E\A),|B|=p—k
et donc
5 P\ (n—k
LEDIEEDY > =20
k=0 AcP(E),|A|=k BEP(E\A),|B|=p—k =0
D’autre part,
= |_| {(A,B)e P(E)>| ANB=2,AUB=C}
CeP(E),|Cl=p

_ || {@.c\A)ePE)? | AePO),
CeP(B).Cl=p

et donc

= % reen=2(").

CeP(E),|Cl=p

Solution 319. (énoncé) On écrit
F=|] || {feFlfE)=x}
k=0 XCE,|X|=k
Or, en suivant 'indication, on sait que pour X C F,
#{f € F| f(E) =X} =|X|P\X]

et donc

|F| = zn: Yo k= Xn: (Z) kR

k=0 XCE,|X|=k k=0

Solution 320. (énoncé) Notons D,, ’ensemble des dérangements de &,,. Soit o € D,,11, on va regarder
comment o agit sur n + 1. Tout d’abord, notons k = o(n+ 1) € [1,n].

— Sio(k) =n+1,de o?(n+1) =n+1, alors o restreinte a [1,n] \ {k} est un dérangement de
[1,n] \ {k} (qui est un ensemble & n — 1 éléments).
— Sinon, on remarque que (n+1 k)o € D,.
Puisque l'on a initialement distingué les cas selon 1 < k < n, on déduit donc bien que D,,+1 = n(D,, +
D,,_1). On vérifie ensuite que Dy = 2 - Dy + (—1)2, car D; = 0 et Dy = 1, puis par récurrence si
D, =nD,_1+ (—1)", alors

Dn+1 = n(Dn + Dn—l) = nDn + Dn - (_l)n = (n + 1)D7l + (_1)n+1'

Finalement, en utilisant cette formule, on montre par récurrence que

- (=R
annlz T
k=2
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Solution 321. (énoncé) La remarque nous permet d’écrire

2. D k= 3 ) x()

X€eP(E) keX X€eP(E) keX
- Y Suwk=Yk Y kb,
XeP(E) keE keE XeP(E)

Or,si k € E,il y a 2"! parties de E contenant k (la moiti¢), donc

S k=2m1) k=2"n(n+1).

XeP(E)keX keE

Solution 322. (énoncé) On est ramené & un exercice de dénombrement. Il s’agit de calculer le cardinal
de
{(A,B) e P(E)? | AC B}

En notant n le cardinal de E, on a (}) choix pour A, puis, puisque A C B, il faut décider pour chaque
élement de E'\ A s%il appartient & B, ce qui laisse 2% choix. La probabilité finale vaut donc par la

formule du binome,
1 & n 3\"
_ 2’/L—k — _ .
k=0

Solution 323. (énoncé) On pourrait faire du dénombrement pur et dur mais on va essayer d’utiliser le
langage probabiliste & fond les ballons.

Pour tout n € N, soit X,, une variable alétoire de loi uniforme sur P(E), notons p, = P(|X,| =0
mod 2) (la probabilité que X,, soit de cardinal pair). Notons Y,, = X, N {n}, de sorte que

Q= Y, =2)uY,={n—-1Hu Y, ={n}H) U(Y,={n—-1,n}).
Par la formule des probabilités totales, on en déduit

pn=P(X,=0 mod2|Y,=0)P(Y,=9)+P(X,=0 mod2|Y, ={n})PY, ={n}).

Donc en notant Z,,_1 = X,, \ Y,, qui est une partie de {1,...,n — 1}, on obtient

pn=P(Z,=0 mod 2)P(Y,, = @)+ P(Z, =1 mod 2)P(Y,, = {n})

1 1

= S Pn— —(1- n—-1) — §-
5P 1+2( Pn—1) 3

Par double comptage, on en déduit que )y opc, () =27 Yo<oken P(1Xn| = 2k) = 2"p, = 2771,

Solution 324. (énoncé) Pour 0 < k < N, notons By, I’événement "On tire les boules dans 'urne k" et
pour n € N, notons A,, ’événement "Les n premiéres boules tirées sont blanches". Il est tout d’abord

clair que pour tout 0 < kK < N,
k n
P(A, | By) = <N) .

Puisque les By, forment une partition de I'univers 2, d’aprés la formule des probabilités totales,
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Solution 325. (énoncé) Notons Cj ’événement
« La piéce fait face au k-iéme lancer. »

On a alors pour tout k € N,

k=1 1\ 2k
P(Agp41) = P(Copy1 N m (Co5 NCoj-1)) = (2> .

j=1

P(Box) = (;)%H.

Alors si 'on note A, (resp. Bs,) I’événement :

Et de méme,

« Le joueur A (resp. B) gagne au k-iéme lancer. »

alors Ao, = UZ;S Aopyr et Boo = | |;_; Bok, donc

n—1 1

11—+ 2 1 2

P = 3 Pz = 3= =5 (125 ) o
k=0 4

et

n 1
11— 4 1 1 1
P = P = 5 =5 (17 ) s

k=1 4

Finalement, la probabilité que ni A, ni B ne gagne est donnée par
L PUAwuB =1 2 (1o LY Lo LY (YT
I ] 4n ) 3 gn ) \2)  notoo

Solution 326. (énoncé) Tour d’abord, par hypothése, il existe un réel positif A > 0 tel que pour tout
1 < k < n, la probabilité de I’événement

« U : On a choisit de tirer dans 'urne k. »

soit P(By) = A\k. Puisque la somme de ces probabilités doit étre égale a 1 (les événements By, forment

une partition de 'univers), on a A = ﬁ D’aprés la formule des probabilités totales,
n -1 n
n+1 k
P(A) = E P(A| By)P(Bg) = /\( » > E (p)k

k=1 k=1

En notant

on calcule alors

k=p k=p k=p+1 k
Or,
E": (k) B (n + 1)
= \P p+1

puisque cela revient & compter de deux maniéres le nombre de facons de choisir un sous-ensemble & p+ 1
éléments de {0,...,n}. Pour le voir, on distingue selon I’élément k£ maximal de I’ensemble choisi. (on
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peut également le montrer avec la formule de Pascal)

Donc 9 1 n+2 n+1
PO = oy <(p+1)<p+2) R <p+1)>'

p

Solution 327. (énoncé) On remarque que A = (AN B) U (AN B) et une expression similaire pour B.
On en déduit que

P(A)P(B) = (P(ANB) + P(ANB))(P(AN B) + P(AN B))

— P(ANB) (P(AmB>+P(AmB)+P(AmB)+ P(A“B)P(A”B))

P(ANB)
Or, on remarque également que Q2 = (AN B)U(ANB)U(ANB)U(ANB), donc

P(ANB)P(AN B) S

PAP(B) = P(ANB)ssi —— 5 —0i——) = P(ANT)

Solution 328. (¢énoncé) Notons S, = X1 +---+ X,,, on a

P(S, =0 mod2)=P(S,=0 mod2|X,=0 mod2)P(X,, =0 mod2)+P(S, =0 mod2|X, =1 mod 2)P

—

1 1
= §P(Sn,1 =0 mod 2)+ §P(Sn,1 =1 mod2)=-

[\

Solution 329. (énoncé) L’instant décrit est celui ot I'enfant essaye de reprendre un bonbon dans une
poche aprés avoir vidé tous les bonbons de cette poche (donc aprés y avoir pris n fois des bonbons), sans
avoir pioché n + 1 fois dans ’autre poche. Notons A; I’événement

« L’enfant pioche dans le paquet de gauche. »

Par symétrie, pour 0 < k < n, on a

P(X=n—k)=2P [ Apypnn || N4 (O 4
Jc{1,....n+k} \JeJ je{l,...,n+kI\J
|J]=n
1\ "R+ 1
2 antk\  p
Jc{1,....n+k}
|J|=n

Solution 330. (énoncé) Tout d’abord, X, est & valeurs dans {1,2,3}. Au vu des conditions de tirage,
il est déja clair que

puisque cela revient & toujours tirer la boule marquée. Ensuite, puisque X,, > X,,_1,
PX,=2)=PX,=2|Xp-1=1)PX,,-1=1)+PX,=2]|X,-1 =2)P(X,,—1 =2)

2 1 2
— L ZP(X,  =2).
33n71+3( 1=2)

En notant a,, = P(X,, = 2), on en déduit que
2 2 2 22

9 2
a”:yﬁs“"l:?ﬁyﬂ(g) n=2 =
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d’ot 'on déduit que (puisque ag = 0)

Solution 331. (énonceé)

1) Pour k € {1,...,n}, on a par indépendance,

De méme,

De cela, on déduit les lois de Y7 et Y3.

2) 1l est clair que Zy ~ B(3, %), puisque Z = Z?:1 1x,<k est une somme de variables de Bernouilli

indépendantes de paramétre % On remarque alors que (Z; > 2) = (Y3 < k) par double inclusion.

Donc en notant py = k

n’

P(Ys < k)= P(Zx > 2) = P(Zx = 2) + P(Z), = 3) = 3p; (1 — pi) + 1}

Solution 332. (énoncé) Pour k € {1,...,n},

PY=k)=P(Y=k|X=kPX=k+P(Y=Fk|X=0)P(X =0)
:P(X:k)+%P(X:0)

= (Z)pk(l —p)" %(1 —p)".

Solution 333. (énoncé) On remarque déja que P(S2,+1 = 0) pour tout n € N, puisque pour retourner
au lampadaire 0, il faut faire autant de pas en avant qu’en arriére. Ainsi,

(San=0)= || N&=Dn[)(X;=0),
JC{1,...2n}, j€J jgJ
|J|=n

donc

JC{1,...,2n},
J]=n

Gréace a la formule de Stirling, on déduit que
4 1 1
Jyandar o/’
Avec (beaucoup) de théorie des probabilités supplémentaire, ceci permet d’affirmer qu’Oscar reviendra

un nombre aussi grand de fois qu’on veut devant le lampadaire 0 en un temps fini!
Etudions le cas de la marche aléatoire sur Z2. De nouveau, pour qu'un chemin revienne en 0, il faut qu’il

P(Sy, =0)
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soit de longueur paire, donc P(S2,4+1 = 0). Ensuite, pour revenir en 0, il faut autant de pas e; que de
pas —e; (disons k) et autant de pas ex que de pas —ey (disons £). Ainsi, k + £ = n, et donc

1 = /2n\ [2n—k\ (2n — 2k
psm 0= () () ()
1 << (2n) (2n — k)! (2n — 2k)!
B ﬁkz_:_ok!@nfk)! K20 — 2k)! ((nk)!2>
1 & (2n)!

E
I
=

En multipliant en haut et en bas par n!2, on obtient d’aprés la formule de Vandermonde
1 (2n) « (n\> 1 (20> 1
(20 = 0) 42"(n>kz_()(k> 42"(n> ™m

Solution 334. (énoncé) Remarquons que pour z,y € N\ {(0,0)}, si I'on pose m = <Zj ;), alors
2 2 + xy % + xy
C\ay+y? ay+y?)

donc m? = m si et seulement si z(z + y) = z et y(x + y) = y. Ainsi, puisque = ou y est non nul, on a
x+y = 1 et donc puisque ce sont des entiers, (z,y) € {(1,0), (0,1)}. On en déduit donc que la probabilité
que M soit une matrice de projection est donnée par
P(M)=P(X =1,Y =0)+ P(X =0,Y =1) = 2P(X = 0)P(X = 1)
=2(1—p)"np(1 —p)" " =2np(1 —p)*>" 1.

Solution 335. (énoncé) On remarque que les colonnes de M sont X;UT,... X, U, donc le rang de
M est au plus 1. Il est nul si et seulement si X; =... = X,, =0, donc

P(R=0)=P(X;=0)"=(1-p)",

et P(R=1) = 1—(1—p)". Ensuite, un simple calcul montre que Tr(M) = X?+-- -+ X2 = X1+ -+ X,,,
puisque les X; valent 0 ou 1. Or, les X7,..., X, sont indépendants, donc T'= X; +--- + X, ~ B(n, p).
Enfin, M est une matrice de projection si et seulement si M? = M, or UUT =T, donc

M? =UTUUTU = TM,
d’ou

PM*=M,M#0)=P(X;=1,...,X,=1)=P(X; =1)" =p™.

Solution 336. (énoncé) Notons C1,...,C), les colonnes de A.
Supposons déja que X et Y sont indépendantes. Alors puisque P(Y = 1) > 0, la colonne j de A est

=J)
—1 Cla

)

ce qui montre bien que rg(A) = 1.
Réciproquement, supposons que rg(A) = 1. Alors pour tout 1 < j < n, il existe un réel A; tel que
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C; = X;C1 (on sait que Cy # 0, puisque la somme de ses coefficients est égale & P(Y = 1) > 0). En
sommant les coefficients de part et d’autre, on a

d'ott \; = %. On en déduit que pour tout 1 < 4,7

N
3

ce qui permet finalement d’affirmer que P(X =4,Y =j) = P(X =) P(Y =j).

Solution 337. (énonceé)
1) On a par indépendance,

n+m k
=Y Y P(X =j)P(Y =k - j)t" =Gx(t)Gy(1).

2) La question revient & se demander s’il existe deux variables aléatoires indépendantes X,Y & valeurs
dans {1,...,6} telles que X +Y ~U({2,...,12}).
Calculons déja le polyndme générateur d’une variable aléatoire U de loi unifome sur {2,...,12},

2 1 & 2t -1
— _ k _ k _ —
GU(t)—E PU = k)t _—HE =g
k=0

On doit donc avoir Gy (t) = Gx+y(t) = Gx(t)Gy(t). Or, il est clair qu’il existe deux polynomes
P(t),Q(t) € R[t] de degré 5 tels que Gx (t) = tP(t) et Gy (t) = tQ(t). Donc,
1#'1-1 1 19
P - = pL
M) =7 =17 [1¢-,

k=1

2im

oit w = et . Or, P(t) et Q(t) sont tous deux & coefficients réels, donc pour tout 1 < k < 10, si w” est
racine de P(t) (resp. Q(t)), alors w* = w™F en est également racine. Puisque pour tout 1 < k < 10,
wk # w™F (car 11 est impair), P(t) et Q(t) doivent chacun avoir un nombre pair de racines, ce qui
est impossible puisqu’ils sont chacun de degré 5.

Solution 338. (énoncé) Notons (Y;;)i<i j<n = AL, — M). On revient a la définition du déterminant,

n n

E(det(\ o, — M) =E( Y e(0) [[Yiewy) = D, (o) [[EVio@),

ceS, i=1 ced, i=1

ou la derniére égalité est justifiée par la linéarité de l’espérance et par l'indépendance des X;;. Or,
E(Yio(@i)) = diz(i) — m, donc on est ramené au calcul du déterminant de la matrice

A—-m —-m -+ —m

A | —m
- o
—m -m A—m
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On peut calculer son déterminant de plusieurs maniéres, une méthode efficace consiste & remarque que
A = A\, — B, ou B est la matrice dont tous les coefficients sont égaux & m, puis de remarque que B est
semblable & une matrice de la forme

0 ... 0 =«
: T :zPilBP,
0 ... 0 u

avec 1 = Tr(B) = nm, et donc det A = det(Al,, — B) = det(\l,, — P"'BP) = A" 1(\ — nm).

Solution 339. (énoncé) D’abord, par la formule de transfert,

Gx(t) =E(t¥) = Zn:P(X = k)t*.
k=0

1) On a par indépendance,

Gxiy(t) =E*™) =E(t*tY) =E - THE(Y) = Gx(t)Gy (t).

2) La question revient & se demander s’il existe deux variables aléatoires indépendantes X,Y & valeurs
dans {1,...,6} telles que X +Y ~U({2,...,12}).

Calculons déja le polynome générateur d’une variable aléatoire U de loi unifome sur {2,...,12},
12 12
1 2t -1
Gu(t)=) PU=ktt=—-) th=_-~—~ —
u(t) kz_o ( W= ;—; 11 t—1

On doit donc avoir Gy (t) = Gx+y(t) = Gx(t)Gy(t). Or, il est clair qu'’il existe deux polynomes
P(t),Q(t) € R[t] de degré 5 tels que Gx (t) = tP(t) et Gy (t) = tQ(t). Donc,
1#1-1 1

= = — t—wk
TRt | LA
k=1

P(t)Q(t)

ol w = et Or, P(t) et Q(t) sont tous deux & coefficients réels, donc pour tout 1 < k < 10, si w¥ est
racine de P(t) (resp. Q(t)), alors w* = w™F en est également racine. Puisque pour tout 1 < k < 10,
wk # w™F (car 11 est impair), P(t) et Q(t) doivent chacun avoir un nombre pair de racines, ce qui
est impossible puisqu’ils sont chacun de degré 5.

Solution 340. (énonceé)
1) Par hypothése, il existe A € R tel que pour tout 1 < k < n, P(X = k) = Ak. Or, on sait que
- o - ~n(n+1)
> P(X=k)=1=) M= =5\
k=1 k=1

donc \ = On calcule alors

2
n(n+1)"

" 2 (Cn+Dnn+1) 2n+1
_ 2 _ _
E(X)—kE:lek = D) s ==

2) Par la formule de transfert, ’espérance de Y est

k n+1
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Solution 341. (énoncé) Tout d’abord, par la formule de transfert,

X & k L (20 k 2n—k E 2n
B(-1%) =3 PO =00t = 3 (1)t et = - 2

k=0 k=0

) X)2 si X € 2N,
- | X/2—3 sinon.
Et on remarque que

(—1)X -1 {o si X € 2N,

4 —1/2 sinon.
On en déduit donc que Y = X + %, d’ot, par linéarité de I’espérance,
E((-1)%) -1 1-2p)" -1
) s BCD L

Solution 342. (énonceé)
1) Pour 1< k<n,ona

et ceci caractérise la loi de X. On en déduit que
n n 2 n
n—k+1 1 (n+1)(2n+1)
E(X)zEP(X}k):E () :—2§k2:6—.
n n n
k=1 k=0 k=1
2) On remarque que Uy + Us = X 4+ Y, donc

n+1)2n+1) (n+1)(6n—2n—1) (n+1)(4n71)'

E(Y) =E(X+Y)-E(X) = 2E(U,)-E(X) = (n+1)*( 6n - 6n B 6n

3) On remarque que XY = U;Us, donc

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E(U;)? — E(X)E(Y)
_n+l (n+1)@Un-1)(n+1)(2n+1)
4 61 671
1—2n% —9n3 —8n?
36n2

On remarque que X et Y ne sont pas indépendantes.

Solution 343. (énoncé) Pour n € N*, on note S, = Y ;_; Xj. Pour tout k& € N*, (les sommes
considérées sont en bien finies)

P(S:k):+§P(S:k|N:n)P(N:n):JiOP(Sn:k)P(N:n).
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On en déduit que (bien garder en téte que toutes les sommes sont finies)

+o00
E(S) =Y P(S =k)k
i:oi “+o00o

=>"> P(S, =k)P(N =n)k

k=1n=1

- +ioP(N =n)> P(S, =k)k

+oo +oo
=Y P(N =n)E(S,) =Y _ P(N =n)nE(X) = E(N)E(X).
n=1 n=1

Solution 344. (énoncé) Par linéarité de ’espérance, on a E(S,,) = 0, et par indépendance,

n

- 1
V(S,) =) V(Xp) = =
k=1 k=1
Par conséquent, d’aprés 'inégalité de Bienaymée-Tchebychev,
V(Sn) 1 1
P(|S,] = ¢l < ~ — O(—
(|| = £Inn) e2In’n  e2lnn O(lnn)

Solution 345. (énoncé) Déterminons d’abord les lois. Puisque I’événement X =k (1 < k <n —1) est
I’issue d’une unique suite de résultats sur les k premiers tirages, on a
n—2 n-—3 n—2—k+2 2 2(n—k)
X X e X X = .
n n—1 n—k+2 n—k+1 n(n-1)

Ensuite, pour 2 < k < n,
k-1
P(Y =k)=) P(Y=k|X=j)P(X =),
j=1

et
nfjfl>< n—k+1 1 1

PY=k|X=j)= _
( | 7) n—j Xn—kz—i—QXn—k‘—l—l n—j—1

Donc

Solution 346. (énoncé) Pour tout n € N*, on considére X,, ~ B(4n, §). Ainsi,

3n
4 1
P<|Xn—2nl<n>=P(n<Xn<2n>=Z<;)m

k=n
Remarquons que E(X,,) = 2n et V(X,,) = n. Ainsi, d’aprés 'inégalité de Bienaymée-Tchebychev,
VX, 1

_ < _ > = — > < = — .
P(\Xn 2n| > n) < P(|Xn 2n| = n) P(|Xn E(Xn)| = n) S 2 - n_>—+>oo 0
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Alinsi,
P(1Xy = 2n| <n) = 1= P(|X, = 20| >n) — 1,

d’ou finalement 1’équivalent
4n
T, ~ 27"
n—-+oo

Solution 347. (énoncé) Notons X; l’ensemble des permutations pour lesquelles i est un record. Alors
on remarque que R =1,cx, + - 1,¢x,,, et donc

E(R) =Y E(lsex,) ZPUGX
=1

Il ne nous reste donc qu’a calculer pour tout 1 < ¢ < n la probabilité de ’événement (o € X;). Il existe
bien des maniéres de le faire. On peut par exemple remarque que o € X; si et seulement si o[ ;) atteint
son maximum en ¢. Ainsi, on voit que (on fixe les ¢ premiéres valeurs, puis les n — 7 derniéres)

| X;| = Card({r € Z(i,n) | 7(i) = max7}) X (n — i),

ou Z(i,n) désigne ’ensemble des injections de [1,¢] dans [1,n]. Or, on voit facilement que

|_| {r €Z(i,n)| 7(j) = max 7},

1G<i

et que les ensembles de cette partition sont deux a deux en bijection. Ainsi, on a

|X;| = %\I(i7n)| X (n—i)l = =

On en déduit finalement que

-

?
1

n
=
Solution 348. (énoncé) Bien sir, I’hypothése est également vérifiée pour k¥ = 0. Ceci nous permet de

vérifier que si l’on note Ag, ..., A, des réels disctints tels que X et Y sont a valeurs dans {Ag, ..., An},
alors pour tout polynome @ € R[X], par linéarité de ’espérance,

n

D P(X = \)Q(>) = E(Q(X))

i=0
=EQ(Y) =) P(Y = A)Q(\).
i=0
Ainsi, si Qq,...,Q, sont les polynomes de Lagrange associés aux Aq,...,\,, alors pour 0 < j < n,
POY =) = 37 PX = M)Qy(0) = 32 PIY = A)Q,(0) = P(Y = j).
=0 =0

et donc X et Y suivent la méme loi.
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